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第 一 章 ”微分 流 形 
$1 张 量 代 数 


设 VY 是 域 六 上 的 一 个 维 向 量 空 间 ,V 中 的 元 素 称 为 向 量 ， 
F 中 的 元 素 称 为 数 .定义 在 VY 上 的 取 秆 于 F 的 郴 数 
太一 
称 为 线性 的 ,如 果 
far tpy) = Af(x)} + pfly) (1.1.1) 
对 任意 的 zx,yE Y 和 任意 的 人 ,zxE 开 或 立 .车 在 Y 中 任意 取 定 一 
组 基 ej,…,e,, 则 VY 中 的 任意 一 向 量 xz 可 以 表示 为 


r= Dxie. (1.1.2) 
i=1 


Ti 二 1,…,n) 称 为 x 对 这 组 基 的 华 标 . 以 下 常 采用 Einstein 的 
和 式 约 定 ; 如 无 特别 声明 ,在 一 个 单项 式 中 , 几 重 复 的 上 .、 下 指标 ， 
均 表 示 该 式 关于 这 个 指标 在 它 的 取 什 范围 内 求 和 ,路 去 和 式 号 . 例 
如 ,(1.1.2) 可 写成 

i (1,1.2Y 
由 (1 .1.1), 线 性 函数 大 在 z 的 值 为 

f(x) = f(xie) = Fe 

可 见 ,一 个 线性 函数 由 它 在 给 定 的 任意 一 组 基 上 的 值 确定 . 

将 定义 在 VY 上 的 取 值 于 FF 的 全 体 线 性 熙 数 的 集合 记 作 V“” ， 
并 在 VY* 中 规定 线性 运算 .对 任意 的 了 ,gEV" ,rEV,A,4E FF, 
定义 f 与 g 的 和 ,4 与 的 乘积 如 下 : 

(f+ gr)= fr) + glr), 
(az = AF(r). 
显然 ,f+g 和 ji 仍然 是 线性 函数 ,四 因而 也 都 是 VY* 中 的 元 素 . 不 
a 1 四 
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难 验 证 , “对 上 述 加 法 和 数 乘 运算 也 构成 一 个 向 量 空间 , 称 为 向 
量 空间 Y 的 对 偶 空 间 . V' 中 的 元 素 , 即 上 的 线性 函数 ,又 常 称 
为 余 向 量 或 一 次 形式 . 

设 ej(i==1,…,n) 是 回 量 空间 Y 的 一 组 基 ,ee 是 WV* 
中 的 元 素 ,规定 它们 在 上 述 答 定 的 基 上 的 值 为 


e'(e;) = 六 ， i = 1, ,n, 
其 中 
2 1, 当 i = 小， 
一 二 
0， 当 ;i 1， 


这 样 就 得 到 了 由 Y 中 的 这 组 基 e(i =1,…',n) 完 全 确定 的 VV“ 中 
的 n 个 元 素 e'(i=1,'…,n). 

定理 1.1.1 e',…,e" 是 V* 的 一 组 基 . 

证 明 先 证 明 e (i=1,…,7n) 是 线性 无 关 的 . 若 有 a1,…， 
a 全 下 ,使 


ape = 0, 
则 对 任意 的 EV, 均 有 
ap' {x)= 人 0. 
特别 ,对 所 有 的 @;(j =1,…,n)， 
ae(ei) = 0， 


Lin 
py 0 

即 a =0,7==1,…,n; 所 以 ,e en 是 线性 无 关 的 . 

其 次 , 设 了 是 V 中 的 任意 的 一 个 元 素 ， 

fle)}=f, j= 1,,n. 
于 是 
(fe )(e) = fei(e) = fd: = 万， 
即 了 与 fei 在 所 有 基 向 量 的 值 相等 ,所 以 
f= fe', 
即 了 可 以 表示 为 e: (i 二 1,…,7) 的 线性 组 合 .定理 证 毕 . 
= 2 时 
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这 样 由 VW 中 给 定 的 一 组 基 e,(i = 二 1,-…,nn) 所 确定 的 WV" 中 的 
一 组 基 e (i =1,…,n) 称 为 VY“ 中 的 关于 VW 中 的 基 e;(i = 1,*……， 
n ) 的 对 侦 基 . 

设 xEV,zxi 是 x 对 基 e;(i=1,…,n) 的 坐标 , 即 x = x'e;, 则 
er) = (xie = riell(e) = rH = 2. 
进一步 地 , 设 [FE V* ,是 对 基 e'(i=1,…,n) 的 坐标 , 即 f= 

fe , 则 
f(r) = fe(rie) = frie(e) = fr = fr'. (1.1.3) 
设 V 和 WW 分 别 为 n 和 mz 维 的 向 量 空间 ， 
ff: VW 
为 一 线性 里 射 , 现 定 交 WW 的 对 偶 空 间 W"* 到 Y 的 对 侦 空 间 V "的 
一 个 时 射 
fr; WV". 

(fw v= wf w EW ,veEV. 
容易 证 明 ,f* rw" 是 V 上 的 线性 函数 , 即 fw ”EW ", 义 因为 
fA ov) = hw (fv0)) = AF’ ww’) vw), 

fF” wr + rw v= (wr + tw (FV)) 
wi (FOV) + wz (Flv)) 
= (fwr (vw) + Cf wi )(v), 
对 任意 的 名 "wr ,tw EW*,vEV 和 和 AEF 成立. 所 以 ,f" 为 
三 “到 Y "的 一 个 线性 映射 ,并 称 之 为 了 的 对 个 映射 . 
自然 会 进一步 考虑 V* 的 对 偶 空间 (V")”. 设 pg 是 V* 上 的 
一 个 线性 函数 , 它 在 V* 的 基 e'(i=1,…,n) 的 值 
op' = ple'), i 
f= je 是 V* 的 任 一 元 素 , 于 是 
pf) = fip 


| 


命 工 = 中 和 允 , 刚 有 
fr) = fip', 
所 以 
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fx) = pf) 
对 V ”中 的 任意 元 素 f 成立, 这 就 得 到 了 V* 上 的 线性 函数 gq 与 
V 中 间 的 向 量 z 之 间 的 一 个 -一 一 对 应 关系 ,也 就 是 说 , 按 pf 了 ) = 
A(x) ,VY 中 的 任意 元 素 xx 都 可 以 看 作 是 Y* 上 的 一 个 线性 函数 
Pi 友之 ,V 上 的 一 个 线性 函数 g 也 可 以 看 作 VW 中 的 向 量 z. 因 
此 ,按照 这 样 的 对 应 关系 , Y “的 对 偶 空 间 就 是 V ,并且 ,ei(i= 
1，……2) 的 对 偶 基 就 是 e,(i =1,…,z) .总 之 ,对 候 关 系 是 相互 的 . 
由 于 这 个 相互 关系 ,我 们 可 以 定义 Y 中 元 素 Y 与 VY* 中 元 素 w* 
之 间 的 配合 : 
U0) = vo" (vv). 

它 是 Vx V* 上 的 一 个 双 线 性 函数 . 

特别 , 若 Y 蚌 欧 氏 问 量 空间 ,R 为 实数 域 ,y 为 V 中 的 任 一 
元 素 , 傅 

yy; Tr y, Vy 
其 中 "wy 表示 x 与 y 的 内 积 , 这 样 就 得 到 定义 在 Y 上 的 一 个 线 
性 薄 数 
y: VR. 
显然 ,这 是 一 个 线性 盟 数 ,所 以 ,Y 中 的 任 一 元 素 都 可 以 看 作为 VV 
上 的 一 个 线性 函数 , 即 Y “中 的 一 个 元 素 . 反 之 ,通过 上 述 内 积 ,Y 
上 的 任 一 线性 函数 也 可 以 看 作为 了 中 的 一 个 元 素 . 这 就 把 六 和 
V ?等 同 起 来 ,也 就 是 说 , 欧 氏 癌 量 空间 Y 的 对 偶 空 间 就 是 了 ,并 
且 , 着 ei:(i = 二 1,…,n) 是 VW 的 一 组 标准 正 交 基 , 即 
1 当 守 = 了 
0, 当 ? 关 7. 
则 其 对 偶 基 ei = e(i 二 1,…,n),(1.1.3) 就 化 为 通常 的 内 积 在 标 
准 基 中 的 坐标 表示 : 
flr) = f° r= DA 

其 中 三 和 < 分 别 为 上 和 z 在 标准 基 e(i =1,…,n) 的 举 标 . 

设 V 和 和 W 分 别 为 域 下 上 的 2 和 zm 维 的 问 量 空间 ,VX 名 是 

站 四 站 
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它们 的 笛 卡 多 积 , 定 义 在 Wx 三 上 的 函数 
fiVxW2=F 
称 为 双 线 性 的 ,如 果 它 对 每 一 个 变 元 都 是 线性 的 , 即 
fav + pea tw) = Af(v1s to) + pf vs, tw), 
fv Mw 十 pwa) 一 不 站 本 ro) + pf (Ov, tg) 
对 任意 的 vv1s V2 Vl Ww WW 和 任意 的 AA,pEF 成 立 ， 
将 上 述 全 体 双 线性 孙 数 的 集合 记 作 L(V,W, 下 ), 自然 可 按 
通常 的 函数 加 法 和 数 先 孙 数 规定 其 中 的 线性 运算 ,是 不 难 证 明 ， 
L(V,W; 上 ) 对 此 线性 运算 构成 一 个 向 量 空间 , 设 a;(i=1,…,n) 
和 5.(a=1,-…,m) 分 别 为 V 和 多 的 基 ,w= ma; 和 w= wp, 分 
草 为 V 和 WW 中 的 任意 元 素 , 则 
flvwm) = flass bo) vr, 
因此 ,f 由 它 在 基 (ai,5.)(i=1,…,n;a=1,…,m) 上 的 值 f(a;， 
6) 完全 确定 ,并 且 , 这 x Xm 个 数 fa;,b) 可 以 取 任 意 的 值 .所 
以 ,L(V ,WW; 下 ) 是 nx Xm 维 的 向 量 空间 . 
设 v EV ,rw 蕊 WW”, 现 定居 wt9rw 作为 Vx 镀 上 的 
函数 : 
vw (vw = v0 vw (wv EV,wEW, 
并 称 为 vu* 与 w 的 张 最 积 .显然 ,作为 映射 
Vv Ow :VxW-—F, 
它 是 双 线 性 的 , 即 v* Ow" EL(V,W;F). 
将 由 全 体 vw” 的 w ”生成 的 空间 记 作 WV” 的 玉 " , 称 为 V* 和 
研 ”的 张 量 积 空间 .显然 , 它 是 L(V,W; 下 ) 的 子 空间 . 
设 司 和 如 人 =]1 pr=1 me) 分 别 为 和 全 "关于 
VY 各 研 的 基 a 和 5 的 对 偶 基 ,不 难 证 明 , 作 为 Y "的 一 的 元 素 
aw957 ,它们 是 线性 无 闫 的 ,因此 ,V* 的 玉 * 是 nm 维 的 向 量 空 
间 , 即 有 
VW = L(V,W;rF). 
因为 VY 和 二 又 分 别 为 V* 和 WW* 的 对 侦 空 间 , 故 又 可 以 定义 
1 
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张 量 积 VEOWWY ,并 且 
VOW= LV”,W’;F). 
张 量 积 VOOW 和 YY 的 二 是 互 为 对 华 的 ,只 须 定 尺 
(vw w= vw (vw) 
= vo (vw (ww) = (vv ww, ), 
特别 
, I'm 当 (1 ,a) = (7 ,Pp), 
Cai © bos0s Ob) = He = 0， 当 (ia) 尖 (7 有). 
所 以 ,ai 和 ao 加 人 = as 1) 瑟 为 对 人 情 基 ,并 
且 
VOW” = (V0 W)'. 
进一步 地 ,可 以 定 必 任意 有 限 个 向 基 空 间 的 张 量 积 , 前 面 所 定 
义 的 双 线 性 函数 的 概念 也 可 以 推广 到 多 变量 , 即 甸 线性 函数 ,不 难 
证 其 ,在 它们 之 间 也 存在 如 上 所 述 的 关系 . 
常用 的 是 一 种 特殊 的 多 线性 函数 , 即 通常 所 谓 的 张 量 . 
定义 1.1.1 >+s 线 性 医 数 
"让 :小 
TY 
称 为 向 量 空间 Y 上 的 一 个 (r ,5) 阶 张 前 ,或 > 阶 逆 变 ,sz 阶 协 变 的 
混合 张 痢 ， 
特别 ,(0,s) 阶 张 量 称 为 * 阶 协 变 张 量 ,(r,0) 阶 张 量 称 为 > 
阶 启 变 张 量 ,一 阶 逆 变 张 量 就 是 Y 中 的 向 量 ,一 阶 协 变 张 量 就 是 
V* 中 的 余 向 量 , 通 常 又 将 下 中 的 数 称 为 (0.0)》 阶 或 零 阶 张 量 . 
设 TV)(r,s 字 0 是 YY 上 的 全 体 (r,s) 阶 张 量 所 构成 的 
向 量 空间 ,如 前 所 述 , 它 就 是 张 量 积 空间 


0 
YY 多国 7 的 人 的 的 六 ， 
这 是 一 个 n"' ’ 维 的 向 量 空间 ,特别 
TOD(V)= 五 ， 
TO 一 V, 
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和 
车 ei(i 二 1,…,n) 是 V 的 一 组 基 ,e'(i==1,…,n) 是 它 在 V* 
中 的 对 偶 基 , 则 由 它们 构成 的 xn"* :个 (r,s) 阶 张 量 
ei er "Oe Wee "De 
C211 构成 TV) 的 一 组 基 . 于 是 ,任意 
一 个 (r,s) 阶 张 量 1 都 可 以 惟一 地 表示 为 


Ee 本 


t = 6 的 6 的 鸭 人 鸭 ， 


oe de 
(人 
称 为 张 量 上 对 给 定 的 基 e(i 一 1,…,n) 的 坐标 .显然 ， 
让 于 一 个 张 量 由 它 在 给 定 的 一 组 基 上 的 值 惟一 确定 ,所 以 , 张 量 就 
由 它 对 给 定 的 基 的 坐标 所 刻画 , 商 个 张 量 相等 必须 且 只 须 它 们 对 
任意 给 定 的 一 组 基 的 坐标 相等 ， 
现在 考虑 向 量 空 间 上 的 全 体 张 量 的 集合 


T(V) = by TY)， 


式 中 的 和 号 表示 向 量 空间 的 弱 家 和 . 显然 ,对 所 规定 的 线性 运算 ， 
TV 构成 一 线性 空间 .进一步 还 可 以 在 T(VYV) 中 规定 任意 两 个 
张 量 的 乘积 , 设 a 和 已 分 别 为 (r,5) 阶 和 (riysi) 阶 张 量 ,a 和 5 的 
乘积 定义 为 一 个 (r +r1y5+51) 阶 张 量 , 并 记 作 aoo5 ， 

a bv ,ees ot, v1 ) 


1 ... a +1 ... + 让 
=a{yv TU U1, ,让 下 时 » 1, Ut Usts Ds 


DL sts, E Vv VN Vv”. 
且 容 易 验 证 ,下 列 运 算 规 律 
(aa 的 有 ec =a 0 (be), 
(aa) OB =Ata 0 68), 
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‘ator = 网 cc 十 五 的 e， 
对 任意 和 的 a,5,cE T(V) 和 AEF 成立 ， 
TV 连同 在 它 上 面 所 定义 的 线性 运算 和 和 匀 积 运算 称 为 向 量 
空间 V 上 的 一 个 张 量 代数 . 
对 VV 中 任意 给 定 的 一 组 基 e,(i==1,…;n), 寺 述 张 贡 运 算 者 
可 以 表示 为 坐标 的 运算 , 设 a 和 5 分 别 为 (r,s) 和 (xj,s1) 阶 张 量 ， 


其 坐标 分 别 为 (a ) 和 (5 ) ,网 (r + rs+5) 阶 张 量 < 


js 
5 的 坐标 为 
dr i 人 了 1 rl tetr) 
他 a | =“a. .DD. ， ) 
( 的 几 fjs PT 


ia 和 开 ) 仍 然 是 一 个 (r,5) 阶 张 量 ,其 坐标 为 


(ee 
车 a 和 为 同 阶 张 量 , 即 (r,*)= (riysi), 则 a+5 仍然 是 一 个 
《rs5) 阶 张 量 , 其 坐标 为 
了 1 四 J1 4 了 1 vs 

利用 坐标 表示 张 量 及 其 运算 显得 自然 面 又 方便 ,但 是 ,由 于 党 
标 是 依赖 于 向 量 空间 Y 中 的 基 的 选取 的 .所 以 ,我 们 必须 考虑 坐 
标 变换 . 

设 er 三 1 32) 是 立 的 另 一 组 基 ,er (i =1,…,n) 是 它 
在 Y “中 的 对 偶 基 , 且 


如 一 cier, i = 1,"",n. (1.1.4) 
显然 , (ci ) 是 一 个 非 奇 矩阵 ,又 设 
ei = 了 一 二 于。 (1.1.5) 


由 于 
= efei) = ccie (er) 


i 二 旺 . 
= dela = do, j= Yn 
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所 以 ,(cf) 是 (ci ) 的 道 矩 阵 , 并 有 


ef 一 Cei， ei = ci ei, isit = 1,,n,. {1.1.6) 
. i 
设 张 量 a 对 基 e(i 二 1,…,n) 的 坐标 为 (0;,.…; ) , 即 
Ts a a 
Oe Ge ,er E's ,1 (1.1.7) 
将 (1.1.6) 代 入 (1.1.7) 的 右 端 , 则 得 到 
aler, "er, es e,,) 
Cah ir I: ; : 
ns i en 2 16, 6 ) 
即 
避 (1.1.8) 
pa ia i jj 
有 反之 
下 i] ie fr js RL (1 1 9) 


尼 ， .一 立 ，"”， ， 本 4 二 
1 1; 11° ir” fl ls jl" js 
这 就 是 张 量 的 坐标 应 满足 的 变换 规律 . 张 量 a 就 由 这 些 满足 坐标 
变换 的 坐标 所 刻画 . 因此 ,一 个 (r,s) 阶 张 量 也 可 以 定义 为 ,对 VV 
中 和 任意 给 定 的 一 组 基 e,(i =1,…,nn), 它 对 应 n"': 个 数 
Cn 
且 满 足 坐 标 变换 规律 (1.1.8) 或 (1.1.9). 
$2 外 代 数 


在 本 节 中 讨论 一 类 特殊 的 张 量 . 

定义 1.2.1 一 个 pp 阶 协 变 ( 或 道 变 ) 张 量 a 称 为 对 称 的 ,如 
果 自 变量 经 任意 的 排列 , 张 量 a 的 值 不 变 , 即 对 任意 的 zl,…， 
Ty V{ 或 WV*)， 


a (1.2.1) 
] » 


PE 本 一 一 人 一 一 -一 一 一 
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其 中 (i 并,…,is) 是 (1,…, 轧 ) 的 一 个 任意 的 排列 . 

定义 1.2.2 一 个 pp 阶 专 变 (或 逆 变 ) 张 量 a 称 为 反 称 的 , 如 
有 果 自 变量 经 企 意 的 偶 排 列 , 张 量 a 的 值 不 变 , 而 自 变 量 经 任意 的 
奇 排列 , 张 量 a 的 值 反 号 , 即 对 任意 的 z1,…,xpEV( 或 V*)， 


a ri ,Ti ) oti vip)at rs, Tsp), 《1 “了 了) 


其 中 (4,…,ip) 是 (1,…, 轧 ) 的 一 个 任意 的 排列 ,s(il,-…, 鹿 ) 是 这 
个 排列 的 符号 , 即 

pi -| 1， 当 (,…, 纪 ) 是 (1,…, 思 ) 的 偶 排 列 ， 

1 1 的 奇 排列 . 

根据 排列 与 对 换 的 关系 ,一 个 p 阶 协 变 (或 逆 变 ) 张 量 a 是 对 
称 的 ,必须 且 只 须 它 对 V 中 某 一 组 基 的 坐标 关于 任意 两 个 指标 都 
是 对 称 的 ;a 是 反 称 的 ,必须 且 只 须 它 的 坐标 关于 任意 两 个 指标 都 
是 反 称 的 . 

设 a 任意 给 定 的 p 阶 协 变 ( 或 逆 变 ) 张 量 , 则 可 以 由 它 惟一 确 
定 一 个 p 阶 协 变 ( 或 逆 变 ) 张 量 (4); 


(a) (rz1,"", Tp) = 2 也 ,2 Tit,), {1.2.3) 


其 中 Tl Tp 是 V{ 或 i ) 中 的 杜 意 元 浸 , (i ,…'， 记 ) 是 (1,…， 
户 ) 任 意 排 列 , 式 中 和 和 号 天 示 对 (1,…, 户 ) 的 所 有 排 烈 求 和 .显然 ,对 
自 变量 的 任意 排列 , (a ) 的 值 不 变 , 所 以 (a) 是 对 称 张 量 , 并 称 为 张 
量 a 的 对 称 化 .容易 证 明 , 张 量 a 是 对 称 的 必须 且 只 人 须 
(a) = &a. 
a 也 可 以 惟一 确定 一 个 加 阶 协 变 (或 道 变 ) 的 反 称 张 量 [ a |: 
[a lr, 一 pr 
{1.2.4) 
并 称 之 为 张 量 a 的 反 称 化 . 显然 , 张 量 a 是 反 称 的 必须 且 只 须 
[zj = <. 
设 ej(i7=1,…,R#x) 是 WV 中 任意 给 定 的 一 组 基 ,a 是 一 个 pp 阶 
.110，… 
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协 变 张 量 , 它 对 这 组 给 定 基 的 坐标 为 
《ape 
因为 a 二 ater es) ee 2.3),a 的 对 称 化 (a ) 的 坐标 为 
Ca) ee 2 Ce (1.2.5) 


式 中 (jijp) 是 (1 ,的 任意 排列 ， 和 号 形 示 对 所 有 的 排列 
求 和 .通常 也 将 (a);.…i 记 作 &ci.…i). 
又 由 (1.2.4) ,a 的 反 称 化 [a ] 的 坐标 为 


RE (1.2.6) 


Le 而 上 下 
其 中 
1， 若 订 ,…,is 各 不 相同 ， 
目 (j1 ,jp) 是 (Gipsyiy) 的 个 排列 
-1， 车,-…,i, 各 不 相同 ， 
上 且 (71,…,jp) 是 (i1,…,is) 的 奇 排列 ， 
0， 其 他 情形 ， 
通常 也 将 [a ji.…i 记 作 a[i.i 1 
定义 1.2.3 域 丫 上 的 wn 维 向 量 空间 VW 上 的 一 个 p{ 守 2) 阶 
反 称 协 变 张 重 称 为 一 个 pp 次 外 形式 , 协 变 向 量 即 余 向 量 又 称 为 一 
次 外 形式 或 一 次 形式 ,下 中 的 数 又 称 为 零 次 外 形式 或 零 次 形式 . 
偶 设 域 下 的 特征 数 不 等 于 2. 
若 p>n ,次 外 形式 a 对 VW 中 任意 一 组 基 eifi=1 2) 的 
坐标 为 
Wa Us et 
因此 ,e; ,…,e; 中 至 少 有 两 个 是 重复 的 ,由 a 的 反 称 性 ， 
Qi = 0, lsip = 1 
所 以 ,高 于 xn 次 的 外 形式 只 有 零 ， 
设 志 ( 玉 是 7 上 的 全 体 刀 次 外 形式 的 集合 ,显然 
FolV) = FF, Fl(V)= VV". 
时 11 而 
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因为 任意 两 个 p 次 外 形 的 和 仍 是 pp 次 外 形式 ,任意 一 个 数 与 任意 
一 个 pp 次 外 形式 的 乘积 仍 是 pp 次 外 形式 ,所 以 , F,(V) 是 
T*'#( VV) 的 一 个 向 量子 空间 .作为 张 量 ,任意 两 个 外 形式 自然 可 以 
作 张 量 乘 积 ,问题 是 得 到 的 乘积 一 般 不 只 是 外 形式 ,我 们 需要 在 外 
形式 之 间 和 定义 一 种 特殊 的 乘积 , 即 所 谓 外 积 ， 

定 久 1.2.4 一 个 p 次 外 形式 a 与 一 个 g 次 外 式 且 的 张 量 积 
aco98 的 反 称 化 [a 的 8] 称 为 a 与 8 的 外 积 , 记 作 a AB. 

显然 ,a 入 B 是 一 个 p+9 次 外 形式 . 

设 ri rpyzprl ,Tp+g 是 V 中 的 任意 元 索 , 由 外 积 的 是 
尽 

.Pe 


=|a BI a 


1 I ipip+1' ipt 
= (Dp + a)1 本 1 二 fn "Ti BL, 本 2 5 


或 者 用 坐标 表示 为 
(a A Bai i 
了 
《办 十 加 人 ee 3 
定理 1.2.1 外 积 适合 下 列 运算 规律 . 
1. 结合 律 .对 任意 的 外 形式 we ,8 和 7?， 
(aABAY=aA(BHAY). 
2, 分 配 律 . 若 a 和 a 是 同 次 的 外 形式 ， 
(ai+ aa) AB=aApt+a hpB. 
3. 反 交 换 律 . 若 a 有 基 p 次 外 形式 ,是 9 次 外 形式 ， 
& AB= (- IMAa. 
证 明 性质 2 是 显然 的 ,以 下 证 明 性 质 1 和 3. 
1. 设 a,B 和 YY 分别 为 p,g 和 vr 次 的 外 形式 ,x1,…, Xs， 
ES 中 的 任意 元 索 ， 由 外 积 的 
定义 ， 


" 12 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


(a AB)A YU) 
1 下 
(p++gtr)l lptatr 
(a Ba 
_ 1 Llp tr 1 1’ jpte 
于 
BUD, Ti TT, ti) 
] £1" iptarr 
(p+gt+r)! Lprotr Tn,) 
Bx, 9? 2 (zi * 3? 
=a A(BA Yr 
所 以 
(a ABAY=aA (BA YY). 
3. 设 zx1,…,zp+。 是 V 中 的 任意 元 素 , 由 外 积 的 定义 ， 


a B(x Xorg) 


1 i viptea 
(p+ oI)! lp+ (Ta 


加 三 ] 名 de 

(P+a)!l lp+g 
一 条 有 _ 
oo 
兰 ( 二 1)m8 让 Us 


所 以 


i OE i }a Cx, $ i ) 


a AB=(- 1 mAa. 
特别 , 若 a 和 8B 都 是 一 次 外 形式 , 则 
a AB=-BHAea, 


并 由 此 得 到 
Aa= 0, 


设 


hn er 


pT mp mm TF FP pial Pp 
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F(V) = 2 Fo(V) 

是 向量 空间 WV 上 的 全 体外 形式 集合 ,这 样 , 在 下 VD) 上 就 定 多 了 
线性 运算 和 外 积 运算 ,F( 所) 连同 这 些 运算 就 称 为 向 量 空间 w 上 
的 一 个 外 代数 ,也 称 为 Grassmann 代数 . 

定理 1.2.2 设 ei(=1,…，,z2) 基 向 量 空间 WV 的 一 组 基 ， 
外 人 二 1) 是 它 在 WV” 中 的 对 偶 基 , 则 

elA Aes, lil< < 

是 下,( 外) 的 一 组 基 . 

证 明 首先 证 明 et 人 … 人 包 (1 志 主 之 … 之 记过 ) 是 线性 无 
关 的 . 若 有 Qi zs ) 使 

ai ie A Aer=0, 


li ein 
则 对 任意 的 1 志 放 之 … 之 训斥 nn, 均 有 
0 = pS et 


pa 并 ee ) 
li i * 


1 
1 BR1 "kp i1 tp 

Hr = 和 ee 
Pci di en 1 rp jivjp Kl kp 
ti'""zp 


1 
P le ceicn |! ?jp 
1 


即 所 有 的 系数 a (1 过 二 之 …< 志 二 1) 均 为 零 ,因此 ,所 入 … 
Aoz(1 二 站 < < 记过 四 是 线性 无 关 的 . 
其 次 , 设 a 是 任意 给 定 一 个 疡 次 外 形式 , 且 
often = Qj FE (1.2.7) 
因为 a 是 反 称 的 ,于 是 对 任意 的 6 ,…,6; ， 


1 2 并 
Li Ci En 四 


所 以 
14 ， 
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a=p! Da (1.2.8) 


i 
这 就 证 明了 ea 和 A Aes(tli < /是 Ft VW) 的 一 
组 基 . 因 下 ,Fi(CV) 是 C2 维 的 向 量 空间 . 而 外 代数 F(VY) 的 维 数 
出 为 


1l+n++C+t .+O = IC = 27. 
为 一 自 


《1.2. 全 又 可 表示 为 
a 一 ie A 大 ec， {1.2.9) 
由 {1.2.7),aii 关 于 它 的 指标 是 反 称 的 .有 的 时 候 , 采 用 表示 形 
式 (1.2.9) 比 (1.2.8) 更 方便 .但 是 采用 (1.2.9) 的 形式 时 ,通常 均 
假定 其 系数 4; …; 对 于 它 的 指标 是 反 称 的 ,否则 其 表现 形式 不 能 
惟一 确定 , 旦 不 具有 (1.2.7) 所 显示 的 性 质 ， 
设 产 VY 一 厂 是 向 量 空间 VY 到 向 量 空间 研 的 一 个 线性 映射 ， 
产 :W" 一 WV” 是 它 所 诱导 的 对 偶 映 射 , 可 以 自然 地 将 "扩充 为 
FW) 到 于 (TV) 的 一 个 映射 (p=1,…,n)， 
Ff!: PAW— FV), p=1,..%,n, 
它 定义 为 
CF ov Ys) = ol fo , fop), 
ca E FAW), vv EE WW. (1.2.10) 
从 而 有 玉 W 上 的 外 代数 琴 ( 钱 ) 到 WY 上 的 外 代数 FF( 和) 的 一 个 映射 
FF; FOW)— FOVW. 
容易 证 明 , 六 是 线性 的 ,并 且 还 可 以 进一步 证 明 , 了 与 外 积 运算 
交换 . 
定理 1.2.3 设 f:V>W 是 线性 映射 , 则 产 与 外 积 运 算 交 
换 , 即 对 任意 的 a,BE F(W)， 
F(aAB= FaAfF p. 
证 明 设 a 和 8 分别 为 p 和 g 雇 的 ,vj],…,vs+o 是 中 任意 
的 元 素 , 则 由 六 和 外 积 的 定义 ， 
,15 ， 
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了 《人 ae AP 二 内 有 FF 
醒 i 有 
(p+ @h) lpptl-p+g 


* cf for ,for IB fe, pf ) 


志 + 昌 


i 
(p+q) lpptiptg 
fF’ (a oi) fF Blv ,ss Di ) 
= 了 a 六 了 RU 
因此 


f(aAB)= fahf’p, 
所 以 ,了 "是 外 民 数 FCW) 到 外 代数 下 CCV) 的 一 个 同 态 . 
以 下 讨论 有 关外 形式 和 外 积 的 一 些 进一步 的 性 质 . 
设 xz ,…，, 妨 是 v ”中 任意 给 定 的 一 组 线性 无 关 的 一 形式 , 它 
可 以 扩充 为 Y* 中 的 一 组 基 
人 
由 定理 1.2.2,xiA… 和 Tp(1 和 讶 之 一 之 记 和 nn) 为 F(TV) 中 的 一 
组 基 . 特别 ， 
zit- 尖 0. 
反之 , 若 xz! ,… ,zx? 是 线性 相关 的 , 即 其 中 必 有 一 个 可 表示 为 其 他 
的 线性 组 合 , 则 显然 有 
riA*Ax?=0., 
于 是 就 得 到 下 列 定理 . 
定理 1.2.4 一 次 形式 xz!1,…,x? 是 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
z1 AAA 妨 洋 0. 
由 此 可 以 进一步 证 明 著 名 的 Cartan 引 理 . 
定理 1.2.5(Cartan 引 理 ) 设 zzzolo2 都 是 一 
形式 ,满足 


Sait (1.2.11) 
a=1 


且 x1,…,zx? 是 线性 无 关 的 , 则 w',… ,wr 可 表示 为 xz，，…,x? 的 
。465 ， 
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线性 组 台 , 即 
co 一 az sf ， = 1,"*,p, 


Har 一 HA: 
证 明 由 (1.2.11), 即 
wl Axzlt:"+oAzxr= 0, 
可 得 
DD ds ln 
由 定理 1.2.4,or ,zx!,…,2? 是 线性 相关 的 ,而 xz ,好 是 线性 
无 关 的 ,所 以 


人 (1.2.12) 


PD (a ~ on) A = 0 


A p= TEA 二 
又 因为 汉人 如 (1<<u<A<<p) 是 线性 无 闫 的 ， 所 以 
an 一 Ga = 0, 
即 
Cha = QQ， 
定理 证 毕 ， 


定理 1.2.4 还 可 以 推广 为 较 一 般 的 结论 . 
定理 1.2.6 设 w',…,w 是 n 维 向 量 空间 WV 上 的 一 次 形 
式 , 且 线性 无 关 , gp 是 一 个 p 次 外 形式 , 则 存在 p 一 1 次 外 形式 
1 
p=w Aplt"+tw Ag”, (1.2.13) 
必须 且 只 须 
veh (1.2.14) 
人 必要 性 显然 , 现 证 充分 性 ， 
ol er 可 以 扩充 为 Y "上 的 一 一 组 基 wil, ,oo 
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和 儿 +r> nj 则 上 次 外 形式 gp 用 这 一 基 表 示 时 每 项 中 必 有 有 


(A 二 1,…, 户 ) ,结论 显然 成 并 ， 


若 p+r 作 n, 则 必 有 有 
p=w Aglt+tw Ag'+ >» ; 51 A oz， 


六 二 ES 人 全 和 + td 
其 中 p11,…,p” eg 
有 
Fp: i A Aw Awh-A we =0, 


rl i | 
所 以 
pi = 0, r+ 1 让 
(1.2.13) 成 立 .定理 证 毕 . 
设 el,…,e" 是 Y* 的 一 组 基 ,zl,…,z 是 V "中 任意 给 定 的 
个 元 素 , 其 坐标 为 (xT) ,A=1,…,pp,j 王 1,…,n, 即 
= es A Lp 


于 是 
元 AAA 和 一 A Ei 
因为 
en A -A el = pA .A et 
一 3 si J A 后 本 A Ens 
1 所 ki "kp 
所 以 
iA--Aw=  》 le zfett A -ee A ek, 
. lh Elkp “1 
由 行列 式 的 定义 
zk Te 
zl 人 AAA 友 = 2 :AAA 
人 和 zk 


时 13 * 
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特别 , 当 p= x 时 , 则 有 


Ss 
这 对 
上 


{1.2.16) 
可 见 , 外 积 有 明确 的 几何 意义 , 它 表 示 了 行列 式 , 妈 有 向 体积 . 
由 以 上 关系 也 可 以 看 出 ,外 积 也 可 以 大作 是 通常 欧 氏 空间 的 向 量 
积 和 混合 积 这 两 种 运算 的 统一 和 推广 ， 
由 (1.2.13),z1A…Aza=0 必 须 上 是 具 须 pp Xn 阶 和 矩阵 ( 妈 ) 
(A=14, 轧 ,j 二 1 ,nn) 的 所 有 轧 阶 于 式 
1 I 


6 TE 


: :|=0,， lL< <b 
zh 可 zk 
即 和 矩阵 ( 避 ) 的 秩 之 志 , 也 就 是 x!，…, zx? 是 线性 相关 的 .由 此 也 给 
出 定理 1.2.4 的 一 个 证 明 . 
由 于 VY 与 VY" 的 对 侦 关 系 是 相互 的 ,本 节 中 有 关外 形式 的 外 


积 讨论 均 适用 于 向 量 空 间 VY. 
$3 微分 流 形 的 定义 


微分 流 形 是 通常 的 曲面 概念 的 抽象 ,这 个 所 请 “抽象 ”, 就 是 要 
脱离 外 半空 间 , 考 虚 整 体 ,并 推广 到 高 维 ,使 其 成 为 一 般 的 可 以 对 
函数 进行 微分 的 空间 . 

在 微分 几何 中 ,研究 曲面 时 常 采 用 参数 表示 ”, 这 个 参数 表示 
就 是 一 块 平面 到 一 块 曲面 的 同 胚 .好 像 一 张 地 图 ,用 一 块 平面 来 表 
示 地 球 上 的 一 个 区 域 .但 是 ,一 般 来 说 来 ,参数 表示 是 启 部 的 ,而 且 
也 不 是 惟一 的 .因此 ,必须 考虑 不 同 参数 表示 之 间 的 关系 ,以 及 如 
何 将 用 参数 表示 的 一 块 块 曲面 烙 合 成 一 个 整体 的 曲面 . 

平面 是 一 个 显然 的 偶 子 ,只 要 用 一 张 < 地 图 "就 可 以 表示 它 , 典 

中 9 本 
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型 的 例子 是 球面 , 绝 不 能 用 一 张 " 地 图 "表示 整个 球面 ,因为 球面 与 
平面 不 同 胚 .但 是 ,我 们 可 以 用 两 张 或 几 张 地 图 来 表示 它 . 例如 ， 


用 球 极 投影 可 以 建立 球面 上 除了 南极 (或 北极 ) 以 外 的 点 与 平面 上 
的 点 之 间 的 一 一 对 应 ,这 就 是 覆盖 球面 的 两 张 地 图 .通过 上 述 对 
应 关系 ,就 可 以 用 平面 上 的 点 来 表示 球面 上 的 点 .车 在 平面 上 取 定 
了 一 个 坐标 系 ,平面 上 的 点 义 可 了 以 用 坐标 表示 , 因 面 也 就 可 以 进 一 
步 用 坐标 来 表示 球面 上 的 点 ,这 就 是 通常 所 谓 的 参数 表示 .这 两 个 
参数 表示 合 起 来 就 表示 了 整个 的 球面 .问题 是 在 这 两 个 表示 的 公 
共 部 分 即 球 面 上 队 南 极 和 北极 以 外 的 点 ,同一 点 就 有 了 两 个 不 同 
的 参数 ( 即 坐 标 ). 因 此 就 必须 考虑 不 同 参 数 表 示 之 间 的 关系 ,这 就 
是 所 谓 参 数 变 换 或 坐标 变换 . 如 果 参 数 变 换 关系 蚌 可 微 的 ,这 就 能 
保证 球面 上 的 用 参数 表示 出 来 的 点 的 函数 的 可 微 性 与 参数 的 选取 
无 关 . 于 是 ,整体 的 球面 可 以 看 成 是 由 两 个 半球 面 粘 合 起 来 的 , 通 
过 参数 表示 叉 可 以 看 作 是 由 两 块 平面 粘 合 起 来 的 , 粘 合 的 方法 就 
是 参数 变换 ,变换 可 微 即 粘 合 光滑 .一 期 世界 地 图 中 的 各 张 地 图 可 
以 看 成 是 覆盖 球面 的 一 块 块 的 分 片 表示 ,将 各 张 地 图 按 地 名 粘 合 
起 来 就 成 为 地 球 伐 . 因 此 ,形象 地 说 ,微分 流 形 就 是 一 块 块 欧 氏 空 
间 的 粘 合 , 且 粘 合 是 光 清 的 ， 

将 上 述 思 想 用 数学 语言 表达 出 来 就 得 到 微分 流 形 的 定义 . 

定义 1.3.1 局 部 同 胚 于 欧 氏 空间 R” 的 拓扑 空间 XX 称 为 一 
个 n 锥 流 形 . 

这 就 是 说 ,在 = 维 流 形 上 的 每 一 点 ,都 有 一 个 同 胚 于 n 维 欧 
氏 空 R*( 或 R* 的 一 个 开 集 ) 的 邻 域 . 

从 包含 点 zf{EX) 的 一 个 开 集 U 到 R* 的 一 个 开 集 V 上 的 同 
胚 

pv: U—>V -= pl) CR’, 

称 为 x 的 一 个 n 锥 坐 标 系 ,U 称 为 坐标 域 ,(p(U),p “!) 称 为 坐 
标 卡 . 

设 z 是 U 中 的 任意 一 点 ,g(xz)(E R") 称 为 zx 对 坐标 系 gq 的 
坐标 . 若 在 R* 中 任意 取 定 一 个 坐标 系 , 则 z 又 可 以 通过 ?zz 在 
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给 定 坐 标 系 中 的 举 标 Cp(x) 站 (i=1,…,n) 来 表示 , 即 可 将 它 看 作 
为 点 的 坐标 ,并 记 作 (x ) ,i ==1,…,n. 

盖 满 和 的 一 族 #” 维 坐 标 系 1(D gp,)| (aET,T 为 一 指标 集 ) 
称 为 X 的 一 个 维和 坐标 集 或 坐标 覆 赣 .由 流 形 的 定义 ,一 个 拓扑 
空间 X 是 一 人 个? 维 流 形 ,必须 上 且 只 须 它 有 一 个 n 维 坐 标 集 . 

可 以 这 样 想 ,一 张 坐标 卡 = PCUJCR") 是 反映 坐标 域 UU 
(CCX) 的 一 张 * 地 图 ", 画 法 就 是 wm ,六 上 的 一 点 < 表示 一 个 “地 
点 "wm (ac TU 一 个 坐标 集 就 是 “" 志 界 ?X 的 一 期 “ 志 界 地 图 ”. 

流 形 上 的 一 个 点 可 能 属于 坐标 集中 不 同 的 坐标 域 . 这样, 同一 
点 对 不 同 的 坐标 系 就 有 不 同 的 坐标 .这 就 需要 考虑 不 同 的 坐标 之 
间 的 关系 , 即 坐 标 变换 . 具体 说 来 , 设 

上 wp, )!, 并 
是 流 形 于 的 一 个 坐标 集 ,者 避 门 Us 非 空 , 则 pp, 和 gg 都 是 UU, 门 
Us 上 的 坐标 系 . 因 此 ,在 U, 门 Us 上 对 上 述 两 个 不 网 的 坐标 系 就 
有 两 组 不 同 的 坐标 . 设 
Ve = pal Uf Us, Vee = get Us fN Us), 

所 谓 坐 标 变换 就 是 映射 

pp TV 一 TV 
并 记 作 gg .显然 ,pa 是 一 个 同 胚 .因为 Va 和 Vg 都 是 欧 氏 空间 的 
开 集 ,自然 可 以 考虑 pn 的 可 微 性 . 

拓扑 空间 四 的 一 个 nn 维 坐 标 集 称 为 rtr 实 0) 阶 的 或 C” 的 ， 
如 果 其 中 所 有 的 坐标 变换 都 是 > 次 可 微 的 ,其 中 的 坐标 系 也 称 为 
C" 相 容 的 ， 

六 的 一 个 极 大 的 C" 坐标 集 , 即 不 能 加 进 新 的 坐标 系 而 保持 其 
C- 的 性 质 , 称 为 天 的 一 个 C 微分 结 榴 . 

定 久 1.3.2 给 定 了 一 个 C 微分 结构 的 拓扑 空间 称 为 > 阶 
的 或 C 的 微分 流 形 . 

如 果 在 拓扑 空间 牙 上 给 定 了 一 个 C" 坐标 集 , 加 上 所 有 与 之 
C" 相 容 的 坐标 系 就 成 为 一 个 C 微分 结构 ,并 和 且 不 难 证 明 , 基 的 两 
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个 C 相 容 的 C" 坐标 集 决 定 同一 个 Cr 微分 结构 .因此 ,说 一 个 拓 
扑 空间 关 是 一 个 n 维 C 微分 流 形 只 须 在 瑟 上 给 定 了 一 个 呈 维 的 
f 坐标 集 . 

特别 , 当 >=c 吧 时 , 即 坐 标 变换 都 是 无 穷 次 可 徽 的 , 则 穆 为 
C” 流 形 或 光滑 流 形 ; 当 -= 时 , 即 坐 标 变换 都 是 解析 的 , 则 和 夭 
为 解析 流 形 .一 般 的 ,以 后 提 到 的 微分 流 形 都 指 的 是 C” 流 形 . 

因为 坐标 变换 名 io 一 pa° po! 是 Ve 到 Vw 上 的 同 泪 , 且 Pop 二 
pi 所 以 ,微分 流 形 上 所 有 坐标 变换 都 是 正规 的 , 即 坐 标 变换 的 
苹 数 行列 式 恒 不 为 零 .在 一 个 微分 流 形 上 ,车 存在 一 个 坐标 变换 的 
函数 行列 式 恒 天 于 零 的 坐标 集 , 则 此 微分 流 形 和 狐 为 可 定向 的 . 在 一 
个 可 定向 的 微分 流 形 上 ,车 规 定 其 微分 结构 中 所 有 上 坐标 变 撞 的 函 
数 行列 式 都 大 于 等 , 则 说 取 定 了 微分 流 形 的 一 个 定向 ,其 余 的 坐标 
系 所 构成 的 坐标 集 则 构成 一 个 相反 的 定向 . 

例 1,3.1 R"= 10 可 看 作 等 维 的 欧 氏 空间 .所 以 ,离散 的 拓 
扑 空 间 都 可 以 看 作 是 零 维 的 微分 流 形 . 

例 1.3.2 一 维 欧 氏 空间 R! 即 直 线 , 由 人 恒 同 频 射 

i: RI->R! 

日 然 给 出 一 个 微分 结构 ,由 此 构成 一 个 一 维 的 微分 流 形 .同样 的 方 
法 ,在 x 维 欧 氏 空 间 R" 以 及 R" 的 任意 开 集 上 也 都 自然 地 给 出 一 
个 微分 结构 ,构成 a 维 微分 流 形 . 

车 在 直线 R! 上 给 一 坐标 系 

p: Ri-» R! 

使 p(xz) = 二, 它 也 决定 Ri 的 一 个 微分 结构 ,对 这 个 微分 结构 , 它 
也 构成 一 个 微分 流 形 . 但 是 ,作为 微分 流 形 , 它 与 前 面 所 说 的 不 同 ， 
因为 这 里 给 定 的 坐标 系 与 前 面 所 说 的 坐标 系 并 不 相 容 ， 

例 1.3.3 有 取 两 条 具有 相同 微分 结构 的 直线 , 粘 人 台 其 一 半 面 
不 粘 其 变 叉 点 , 仍 煌 成 一 个 一 维 的 微分 流 形 , 但 作为 拓扑 空间 , 它 
不 是 三 空间 . 

一 般 的 ,我 们 均 假 设 流 形 是 本 , 的 折 扑 空间 且 有 可 数 基 . 

若 在 精 合 中 将 交叉 点 也 烙 合 起 来 , 则 不 是 流 形 ,因为 在 交叉 点 
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不 存在 与 R1 同 胜 的 分 域 . 

例 1.3.4 球面 .分 别 由 南极 和 北极 作 球 极 投 影 , 则 得 到 球面 
的 一 个 二 维 坐 标 集 ,不 难 证 明 , 它 是 C” 的 ,从 而 使 球面 构成 一 个 
二 维 的 微分 流 形 . 

例 1.3.5 环 面 .单位 圆周 C 可 以 看 作 是 模 1 的 复数 的 集合 ， 
即 由 复数 平面 上 的 点 

fevi, gE€ER| 

构成 的 ,并 由 之 自然 得 到 C 与 直线 RR! 之 间 的 对 应 关系 .显然 


1 = le, 0<o<1l, b= ef, 方 <9 < 与 


是 C 上 的 一 个 C* 坐标 集 , 使 C 成 为 一 个 解析 流 形 . 
环 而 个 可 以 看 作 是 两 个 圆周 的 笛 卡 积 , 即 个 = CxC. 容易 看 
出 
TiXIT, TTX, ToxT, Tx 1 
是 十 上 的 一 个 二 维 的 C* 坐标 集 , 使 工 成 为 一 个 二 维 的 解析 流 
形 . 
圆周 C 可 春 作 为 一 维 的 环 ,也 记 作 Ti ,一 个 关 维 环 而 是 指 


让 
T* = Tix--.… x T, 

类 似 的 方法 可 以 给 出 T* 的 一 个 nn 维 C* 举 标 集 ,使 T* 成 为 一 个 
n 维 的 解析 流 形 . 

例 1.3.6 一 般 线 性 群 . 设 Y 是 实数 域 上 的 nn 维 向 量 空 
间 , Y 上 的 全 体 非 奇 的 线性 变换 对 变换 的 乘法 构成 一 个 群 , 称 为 
n 阶 实 的 一 般 线性 群 , 记 作 GEL(Im , 民 ) , 它 也 可 以 看 作 是 由 全 体 实 
的 2 阶 非 奇 方 阵 对 和 矩阵 的 很 法 所 成 的 群 .因此 , 它 自然 可 以 看 作 
为 x? 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 开 集 ,成 为 一 个 n? 维 微分 流 形 ， 

例 1.3.,7 射影 空间 .2 + | 维 欧 氏 空间 尺 " 中 过 原点 口 的 
全 体 直 线 所 构成 的 集合 ,可 给 定 一 个 自然 的 微分 结构 使 成 为 一 个 
n 维 微分 流 形 , 称 为 n 维 射影 宝 间 , 记 作 Pr" ,其 微分 结构 具体 构造 
如 下 . 
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说 rz,yER2 10.z 和 yy 称 为 等 价 的 ,如 果 存 在 实数 1 使 

得 z= Ay, 并 将 工 决定 的 等 价 类 记 作 [xz]. 于 是 ,n 维 射影 空间 
P" = {[zllzx € Rl— {0t}. 

记 (xr1,…,xn+1) 是 这 在 R"'! 中 一 个 给 定 坐 标 系 的 坐标 ,我 们 也 
称 它 为 Pr 中 的 点 [zj 的 齐 次 坐标 , 记 作 [zi zilj. 显然 ， 
x19" ,In+i 不 能 全 为 零 ,日 齐 次 坐标 并 不 惟一 , 它 人 允许 相差 任意 
一 个 非 零 的 倍数 , 即 [ 1 ,zolj 与 [1rt Art+1](4 关 0) 表 示 
EBP 中 的 同一 个 点 ,由 此 便 可 进一步 得 到 P" 中 的 一 个 坐标 集 . 令 

UU = Tg ro Tn] | x, EVO, =1,%…,n+1. 
并 定义 上 映 射 

po: LP RR", 
人 
其 中 
总 = rr 天 aa 一 1 十 工 
显然 ,TU psia=1 ,如 +1) 是 杨 的 一 个 * 维 坐 标 集 .并 
且 , 在 忆 门 Us 中 ,xz 关 0 关 xg; 其 中 点 的 坐标 (总 ) 和 (各) 之 间 的 变 
换 关 系 
总 = 部/ 多，i 关 qa,B， 总 = 1/ 涡 ， 

是 C” 的 .因此 ,P, 是 一 个 n 维 的 微分 流 形 . 

进一步 可 以 考虑 n 维 向 量 空间 中 所 有 上天) 维 子 空间 集合 
G(R,n), 在 其 中 也 可 以 引进 微分 结构 使 其 成 为 k(n 一 上 ) 维 微分 
流 形 , 称 为 Grassmann 流 形 .在 训 =1 时 ， G(1,n) 就 是 术 一 1 维 射 
影 空间 P. 

例 1.3.8 设 f 是 R"= {x yw)| rTnE RI(n> 
1) 上 的 一 个 Ce 

= [pp€E R*|f(p) = 01, 


且 在 M 的 每 一 点 p， 2. -外 #0. 由 隐 玖 数 存在 定理 ,在 


M 的 任 一 点 疡 ,都 有 包含 的 一 个 邻 域 (关于 M 对 R" 的 诱导 拓 
ea 4 ， 
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扑 ) 与 R" 的 一 个 超 平 面 (n -1 维 的 ) 的 一 个 开 集 的 一 个 C” 同 入， 
这 就 给 出 了 Mf 上 的 一 个 微分 结构 .因此 ,M 就 成 为 一 个 n 一 1 维 
的 微分 流 形 . 

一 个 n 维 的 球面 5* 可 以 看 作 是 mw +1 维 欧 氏 空 间 R**1 中 的 
点 集 

SR = rtt+r = al,a >0}, 
其 中 xz 表示 点 的 向 径 ,(x1,…, x,) 是 x 的 坐标 .由 上 所 说 ,S” 是 
一 个 n 维 的 微分 流 形 . 

一 般 的 , 若 方 ,…… 记 (<2) 都 是 R* 上 的 实 函 数 ， 

M= {IpE R"| fi(p)=0,7= 1,.…,k}, 

且 在 MM 的 每 一 点 亡 , 所 ,…, 甩 的 Jacobi 第 阵 的 秩 都 是 上 ,类 似 地 ， 
可 给 出 M 的 一 个 微分 结构 使 AM 成 为 一 个 nn 一 维 的 微分 流 形 . 

在 微分 流 形 的 定义 中, 若 坐标 卡 可 取 在 复数 空间 Cr 中 , 则 得 
到 复 流 形 . 它 可 以 看 作为 受到 一 定 限制 定 件 的 2n 维 的 实 流 形 . 因 
面 , 这 是 一 种 特殊 的 情形 

知 坐 标 卡 可 取 在 R(xz1 庄 0) 中 , 则 得 到 带 边 的 流 形 ,并 以 无 
边 的 流 形 为 特例 .因而 ,这 是 一 种 推广 . 


$4 雪 空间 


在 引进 了 微分 流 形 的 概念 以 后 ,自然 就 要 讨论 定义 在 微分 流 
形 上 的 函数 以 及 其 连续 、 可 微 等 性 质 . 
设 A 是 nn 维 微分 流 形 JM 上 的 一 个 开 集 , 民 为 实数 域 ,映射 
f: A—R (1.4.1}) 
称 为 定义 在 A 上 的 一 个 实 沙 数 ;f 称 为 C(s 守 0) 的 ,如 果 对 MM 上 
的 任意 坐标 系 (U,gp), fg ' 都 是 p(A)(CR*) 上 的 CG 函数 , 当 
5=0 时 ,就 是 所 谓 连续 孙 数 ,s 汪 1 时 就 是 可 微 图 数 . 
若 M 是 C” 微 分 流 形 ,1(U,, yp,)| 是 履 盖 A 的 一 族 C” 坐标 
系 , 则 肾 数 是 的 只 须 所 有 的 产 p x1 都 是 CY 的 .以 后 所 到 函 
站 25 四 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


数 时 , 均 指 可 微 蚂 数 或 C” 蚂 数 . 

对 于 定义 在 n 维 欧 氏 空 间 R* 上 的 画 数 ,进一步 首先 讨论 的 
就 是 所 谓 方 向 导数 . 设 X, 是 在 R? 的 一 点 mm 的 一 个 向 量 , 了 是 定 
义 在 zm 的 一 个 邻 域 上 的 可 徽 一 数 , 广 在 点 普 沿 阿 量 民 的 方 阿 导 
数 就 是 

Nnf = Kn (TA (1.4.2) 

式 中 “. ”表示 两 个 向 量 的 内 积 , 力 站 是 肾 数 了 的 梯度 向 量 . 设 
(zza) 是 R" 中 的 坐标 ,(X5,… ,XH ) 是 向 量 XX, 的 坐标 ,将 
(1.4.2) 的 右 端 用 坐标 表示 就 得 到 


| (1.4.3) 
特别 ,对 所 有 的 坐标 函数 xi(i =1,…,), 即 


Ti(m) = mi, mt€ Ri = 1 ,A, 
其 中 (i 二 1,…,7) 是 点 mm 的 坐标 , 则 有 
Nn A mt€ Ri = 1,"n. 
这 里 ,向量 X。 的 作用 在 于 它 对 定义 在 亚 的 邻 域 的 任意 可 徽 的 实 
函数 都 对 应 一 个 实数 ,并 且 , 对 任意 的 实数 1 和 yg, 以 及 定义 在 m 
的 一 个 邻 域 上 的 任意 可 微 靖 数 广 和 g， 
Kn (AF + pg8) = ANmf + pAXmg, 
Xn(fE) = fm) Xng t gm) Nf. 
以 下 我 们 利用 上 述 方向 导数 的 性 质 来 定义 微分 流 形 上 的 切 向 量 . 

设 M 是 x 维 的 微分 流 形 ,mm 是 上 MM 上 任意 一 点 ,五 是 在 m 的 
某 一 个 邻 域 上 定义 的 可 微 的 实 值 旺 数 的 全 体 构 成 的 集合 ,问题 是 
FF 中 的 任意 两 个 蚂 数 的 定义 域 可 能 不 同 ,我 们 无 法 对 它们 进行 
运算 ,而 函数 在 一 点 的 方向 导数 只 与 蚂 数 在 这 一 点 的 邻 域 的 秆 有 
关 , 因 此 ,我 们 只 须 考虑 这 些 晒 数 的 一 种 等 价 类 ， 

设 f,gEF,f 和 Eg 称 为 等 价 的 ,如 果 存 在 m 的 邻 域 H, 使 
在 万 上 广 和 8 相等 . 容易 验证 ,上 述 关系 确实 是 一 个 等 价 关系 ,并 
将 由 了 决定 的 等 价 类 记 作 了 ,全 体 这 样 的 等 价 类 记 作 Fx ,其 中 的 
元 素 也 称 作 在 xm 的 函数 芽 . 这 样 ,在 Frm 中 不 仅 可 以 定义 实数 与 
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函数 芽 的 匀 积 ,还 可 以 定义 任意 两 个 函数 芽 的 和 与 积 . 

定 灾 1.4.1 映射 

X: EF,.—R 

称 为 在 微分 流 形 M 上 的 一 点 mz 的 切 向 量 , 如 果 对 任意 的 f ,gE 
六 ,1 ,ApER 均 成 立 

1. XGAf + pg)=AXF+ pXg, (1.4.4) 

2. X(fe)=f(m)Xg +g(m)XF, (1.4.5) 
其 中 f(xm) = 了 f(m), 了 是 等 价 类 了 中 任 一 元 素 . 

在 一 点 mm 的 全 体 切 向 量 的 集合 称 为 微分 流 形 M 在 点 sm 的 
切 空间 , 记 作 M. 

进一步 可 以 规定 在 MM 中 任意 两 个 切 向 量 的 和 以 及 数 乘 切 
向 量 . 

定 久 1.4.2 设 X,F7EA ,AER,fEF, ,定义 

(X + 了 了) 六 = XF+ TYF， 
(AX)F = AP. 

针 + 了 称 为 XX 与 Y 的 和 ,AX 称 为 数 4 与 X 的 薪 积 . 显然 ,十 了 
与 4X 都 是 已 到 RR 的 映射 , 且 满 足 条 件 (1.4.4) 和 (1.4.5). 所 以 ， 
X+T 和 MX 都 是 Mf， 中 的 切 向 量 .这 样 ,在 AMf 中 就 定义 了 线性 
运算 ,并 且 不 难 验 证 ,对 上 述 线 性 运算 ,MM 构成 一 个 向 量 空间 . 

车 fE 5 ,我们 自然 可 以 规定 

Xr ==Xrf， XEM,. 

可 见 , Xf= Np 内 须 f 一 g, 即 了 与 g 在 m 的 某 一 个 邻 域 上 相等 .所 
以 ,在 以 后 的 叙述 中 ,我 们 常 不 严格 区 分 f 与 了 . 

因为 切 向 量 是 一 个 局 部 性 质 , 为 了 进一步 将 切 向 量 的 概念 具 
体 化 ,并 弄 清 切 空 间 的 结构 ,我 们 不 妨 种 助 于 坐标 . 

设 (U,w) 是 任意 取 定 的 在 mx 近 沉 的 一 个 坐标 系 ,zx 是 UU 中 
的 任意 一 点 , p(x)(E R") 就 是 x 的 坐标 .于 是 ,定义 在 U 上 的 任 
音 函 数 耻 就 可 以 表现 为 定 疼 在 n 维 欧 氏 空 间 RR* 的 开 集 pg(U) 上 
的 函数 fep“', 即 

f(z)}= fp tip(r)), rEU. (1.4.6) 
二 27 本 
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进一步 , 若 在 R” 中 取 定 一 个 坐标 系 , 则 gz) 又 可 以 通过 它 在 R" 
的 坐标 p(x) (i=1,… ,nn) 即 工 的 坐标 zr(i 二 1,…,nn) 来 表示 .这 
样 ,f。w“ 1! 就 表示 为 多 元 函数 frp!(z,…,x"), 于 是 我 们 就 可 
以 通过 f* ww “这 一 多 元 函数 的 偏 导 数 来 定义 了 的 偏 导 数 . 

定义 1.4.3 设 mEM,(U,y) 是 在 mw 近 旁 的 一 个 坐标 系 ， 
FE FF ;规定 


并 称 之 为 函数 在 点 wx 对 的 偏 导 数 ,其 中 zi(i=1,…, nn) 表 示 
U 中 性 一 点 工 的 坐标 . 


显然 ,车 f~g, 则 (57) /= (57 ) ,于 是 ,自然 地 可 以 规定 
( 笑 ) 二 ( 闫 ) 广 这样, (5 ) 就 可 以 看 作 是 欧 身 


dx dx: 
Ee 
(二 ): 所 EK. 
并 且 ,对 任意 的 产 gE 和 4 ,pxER, 我 们 有 


[07 


( 访 ) GB) = 7 (Fi) 2 tm (p57 


所 以 (5) (i =1,…,) 都 是 微分 流 形 M 在 点 m 切 向 量 , 妈 


( 访 ) eM- 下面 进 一 步 证 明 , (3 i) Gi=1," ,4) 构 成 M。 


的 一 组 基 . 

引 理 1.4.1 设 (U,p): (zn 站 (i 二 1,…,) 是 微分 流 形 M 在 
一 点 mx 近 旁 的 一 个 坐标 系 , 且 xi(m) 一 0(i=1,…, mm), 则 对 任意 
的 函数 FE FF , 必 有 定义 在 mx 近 旁 的 函数 (i 二 1,… ,7n) 使 

f= flm) + 站， {1.4.7) 
且 有 
。28 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


flm) = (| 于 (1.4.8) 
证 明 设 
Pa 


这 是 在 R" 中 包 合 p(x) 的 一 个 开 集 上 定义 的 沙 数 .由 假设 ri(m) 
=0, 即 g(rm) 是 R” 的 原点 , 故 不 妨 假 设 了 在 R" 的 一 个 以 原点 口 
为 中 心 的 球 内 定义 . 令 

pt) 天 te) OCHtEl, 
(a ,…,a") 是 定义 域内 的 任意 点 .显然 ,y(t) 是 有 意义 的 ,并 且 


Fa er) = $1) = | Mar + yl0), 


而 
$(0) = F070) = fo 8 (plm)) = fm), 
_ {3f dz af 
di GG dt ) 人 F(alt ,ee at) 
令 


1 习 子 
人 


万 = 天 ”六 
则 有 M 上 包含 的 邻 域 世 ,对 任意 的 zE 也， 
f(x)= fo p(x) = 不 21 yzn】 
= flm) + rifilxl,, x) = flm) + rifi(x), 


即 
了 一 flm) + wf, 
式 中 f(m) 为 常 值 函 数 ,并 且 
film) = F(0,7,0) = (00) 
= f(g(m)) = ( 产 ) 
这 就 证 明了 引 理 . 


* 已 二 = 
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定理 1.4.1 设 MM 是 一 个 维 的 微分 流 形 , gp: (zx')(i= 
1,… ,nn) 是 在 点 mr 近 旁 的 一 个 坐标 系 , 久 是 在 mx 的 一 个 任意 的 
切 向 量 , 则 


并 且 ， ( 构成 M 的 一 组 基 . 


证 明 ”出 切 向 量 的 性 质 ,对 任意 的 常数 C， 
XC= X(l: C= 1(XC) + COXI) 
= 1(XC) + 1(XC) = 2XC， 


所 以 
XC = 0. 
设 
六 一 一 (re 一 下， 天， 
因为 
3 


所 以 (yD) (i=1,…,n) 也 是 m 近 旁 的 一 个 坐标 系 , 并 且 有 
y(tm) = 0, i= 1,…,n, 
以 及 


9 3 | 
(22) 到 本 时 i= 1 … 天， 
设 是 定义 在 mw 近 旁 的 任意 一 个 可 微 阴 数 ,由 引 理 1.4.1， 
有 (i 二 1,…,n) 使 
f= flm) + yf 
Pa (7)7 = 六 下 rs 
于 是 
XF= Xfm) + vm) KF + fm) Ky 
= fm) Ny = fm Xr — ri(m)) 
加 30 四 
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可 


= F(m)Xz = Xr' (7 ) 7/ 


亲 
所 以 
xx 亿 ). 


三 


这 就 证 明了 在 x 的 任意 切 向 量 藉 都 可 以 表示 为 { 3 ) i 


1,…,n) 的 线性 组 合 .为 进一步 证 明 (i ) (i=1,…,n) 是 M， 
的 一 组 基 , 只 须 证 明 它们 是 线性 无 关 的 . 若 有 常数 a1,-…,a* 使 得 
Y= oe = 0, 


dr 
则 对 任意 的 举 标 函数 zw (= 1,…,n) 都 有 
Ya = 0, ;= 1,.,n. 
而 


所 以 


即 人 3 (= 1 ,za) 是 线性 无 关 的 


由 此 可 知 ,M。 是 一 个 nn 维 的 问 量 空间 ,并且 ,由 任意 给 定 的 
M 中 的 一 个 坐标 系 (” ) ,在 坐标 域 中 的 任意 一 点 mx 的 切 空 间 中 


就 得 到 一 组 由 它 决定 的 基 { 了; 】 (i = 1 ) ,并 称 之 为 对 给 定 


坐标 系 (x') 的 自然 基 . 
定义 1.4.4 在 微分 流 形 M 上 的 任意 一 点 mw 近 旁 定义 的 可 
微 函数 所 毛 户 ,,) 在 点 m 的 微分 (df),, 是 定义 在 m 的 切 空间 M。 
上 的 一 个 函数 , 即 
(dr)，: M,—R, 
四 31 
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并 且 , 对 任意 的 XE M,,， 
(df)n(X) = Xf. 
由 定义 ,对 任意 的 六 ,YE M,,A,AER, 
(df) COAX + naY)= (CAR + puY)F = AXF + YFf 
= A(d (XY) + (df Y), 
所 以 ,Cd 是 M, 上 的 一 个 线性 函数 ,也 就 是 M。 的 对 全 空间 
M* 上 一 个 元 素 . 并 且 , 由 微分 的 定义 和 切 向 量 的 性 质 就 能 得 到 下 
列 关于 微分 的 性 质 : 对 在 m 近 旁 定义 的 任意 可 微 函数 了 和 g, 以 
及 任意 的 实数 4 和 j， 
(dAF + pg)), = Ad 门 。 二 (dg) 
(dfg)n = 大大 有 dg) + glm) (df)n. 
设 (zxi)(i 二 1,…,n) 是 在 jm 近 劳 的 一 个 坐标 系 , 则 (d 方 。 在 


M。 的 自然 基 ( ee 上 的 值 为 


Dr 


ap-( 人 =- 信 17 aa 
即 了 在 点 mm 的 偏 导数 .特别 ,对 坐标 通 数 zr(i 三 1,…,n)， 


ye 

co 人 (全 和 -全 jz 人 cure 
所 以 ,(dz')m(i=1,…,n) 是 Ma 的 自然 基 [ 了 7】(i=1,…,) 
在 M2 中 的 对 偶 , 并 且 

(dm = (Fi) (dzw (1.4.9) 

在 欧 氏 空间 中 ,这 就 是 通常 的 微分 表达 式 、 

MY 又 称 为 微分 流 形 M 在 点 mm 的 微 空间 或 余 切 空间 . 

综 上 所 述 ,对 n 维 微分 流 形 M ,在 它 的 每 一 点 都 有 一 个 切 空 
间 , 一 个 = 维 的 向 量 空间 ,于 是 ,我 们 自然 可 以 在 微分 流 形 的 每 一 
点 切 空间 上 建立 它们 的 张 量 代数 和 外 代数 .并 且 , 对 微分 流 形 上 任 


意 给 定 的 一 个 坐标 系 , 在 坐标 域 的 每 一 点 的 切 空间 中 就 给 出 了 一 
i “ 
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组 自然 基 . 对 于 微分 流 形 ,坐标 变换 是 必须 讨论 的 问题 .因此 ,我 们 
也 就 自然 要 考虑 在 流 形 的 坐标 变换 下 相应 的 在 切 空间 中 自然 基 之 
问 的 变换 

设 (UP):(z) 和 (Do):(z)G=1,…,z) 是 M 上 任意 
给 定 的 两 个 坐标 系 , 且 UN U' 非 空 ,于 是 ,对 UN U' 中 任意 一 点 
m ,在 Mn 中 分 别 有 相 应 的 自然 基 { 5 和 | 37】 .因为 ,对 任 


意 的 f€ FF,， 
让 


J ar dr Qi J 


所 以 


并 不 妨 简 写 为 


可 i: 
Go 
可 见 ,经 微分 流 形 上 的 坐标 变换 ,在 一 点 mx 的 切 空 间 的 相应 的 自 
然 基 之 间 为 一 非 奇 线性 变换 ,其 变换 算 阵 就 是 变换 在 这 一 点 的 
Jacobi 第 阵 . 
由 (1.4.10) 立 即 可 得 


(a).= (0) (mh 1D 
以 及 
(dx' i (3) (dz (dz )。= (至 ) (dz 
进一步 ,车 M。 上 的 一 个 (>,s5) 阶 张 量 上 对 上 述 两 组 自然 基 的 从 
标 分 别 为 { 2 “] 和 [5 ) ,由 (1.1.10) 一 (1.1.13) 以 及 张 量 


fs 


的 坐标 变换 公式 (1.1.8) 和 ft.1.9) ， 


= 


e 书 联盟 好 书 下 载 wWw book118. con 
ee (| (5) brn ) ( 
jf 加 11 Oril mt 3 rm AT m Os 二 
i S| Dril ( dr ) (0 ) (2 】 
人 站 kat axrr lm1 |, dx’ J 


这 就 是 张 量 i 对 不 同 的 自然 基 的 举 标 之 间 的 变 挽 公式 . 


bt 


§5 向 量 场 . 徽 分 式 


设 M 是 nn 维 分 流 形 ,A 是 对 的 一 个 开 集 . 

定 疼 1.5.1 定义 在 A 上 的 取 值 于 每 一 点 的 切 空间 的 一 个 
瞻 射 , 称 为 A 上 的 一 个 向 量 场 . 

设 外 是 A 上 的 一 个 向 量 场 ,mx 是 和 中 的 任 一 点 , 则 蕊 在 六 
的 值 和 (加 ) 是 在 mx 的 切 空间 Mi 中 的 一 个 切 向 量 , 也 常 记 和 作 XX,. 
即 

X: A UM,, 

使 (mi) 二 站 EM . 

由 切 阿 量 的 线性 运算 自然 就 可 以 规 赴 向 量 场 的 线性 运算 . 设 
基 .站 是 4 上 的 同 量 场 ,1 为 任意 实数 ,和 是 各 中 的 任意 一 点 , 则 
可 定义 下 与 Y 的 和 以 及 数 4 与 七 的 积 : 

(XX+ YY), = Xn + YY,, 
{AX)》 = AXn. 

显然 ,下 +Y 和 AX 仍 是 4 上 的 向 量 场 .并 且 ,不 难 证 明 ,A 上 全 体 
向 量 场 的 集合 对 上 述 线性 运算 构成 一 个 线性 空间 ,不 过 ,这 个 线性 
空间 不 是 有 限 维 的 . 

事实 上 ,还 可 以 规定 A 上 的 任意 一 个 盟 数 广 与 向 量 场 X 的 畸 
积 : 

(FX) = fm ) Xn,. 
设 U:zo0ti=T， wz) 是 M 中 的 一 个 坐标 系 , 则 对 UU 中 的 


每 一 点 , 都 有 (了)】(i~1,…,m), 于 是 就 自然 得 到 UU 上 的 


r 34 * 
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个 品 量 场 
mn [六 (所 RAT) ， 一 1 ,hn. 

由 于 和 它们 在 UU 上 的 每 一 点 mm 都 构成 Mi 的 一 组 基 , 所 以 ,LT 上 的 

任意 一 个 向 量 场 基 都 可 以 表示 为 


= es (1.5.1) 


日 和 
其 中 & (i 二 1,*…,n) 都 是 UU 上 的 函数 ,因此 也 都 可 以 表示 为 坐标 
(x ,zx") 的 函数 .( 音 ) 称 为 向量 场 苹 对 自然 基 的 坐标 .借助 坐 


标 , 向 量 场 的 运算 就 可 以 通过 坐标 进来 进行 , 设 六 =& 和 


7 i 了 是 U 上 的 西数 , 则 


X+Y= (8+F), 


f= 诬 区 


设 U: (xi) 是 M 的 另 一 个 坐标 系 , UNMm UU 非 空 , 则 在 
UN 中 ,向 量 场 区 又 可 以 表示 为 


9 ari 9 
太吉 了 ~ 局 {1.5.2) 
比较 (1.5.1) 和 {1.5.2) 就 得 到 向 量 场 的 坐标 变换 公式 
= 3 三 (1.5.3) 
上 
或 
本 .站 
人 (1.5.4) 
二 


定义 1.5.2 向 量 场 区 称 为 C” 的 ,如 果 对 任意 的 C” 函 数 
了 ,六 都 是 C” 的 ,其 中 关 f 定 义 为 
(Xm) = Xf, mEM. (1.5.5) 


显然 ,在 局 部 坐标 系 U: (zi)(i 一 1,…,n) 中 , 针 = 癌 > 


33 > 
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(~ 的 ,必须 县 只 须 它 的 所 有 党 标 扣 ，… 名 都 是 C 的 .在 邮 上 的 
向量 场 是 C ”的 ,只 须 它 在 一 个 CC” 坐标 集中 的 所 有 党 标 都 是 C” 
的 . 
由 (1.5.5), 疝 量 场 作为 作用 于 葡 数 的 运算 子 自然 可 以 规定 它 
们 的 乘法 . 设 和 和 YY 是 A 上 的 C” 同 量 场 ,f 是 A 上 的 C” 函 数 ， 
则 YF 也 是 C” 的 ,并 可 定义 XY. 
(XY)F = Xt YF) 
或 
(XY) = RK (YI), mE A. (1.5.6) 
问题 是 XY 是 否 仍 为 A 上 的 向 量 场 , 即 (XY),, 是 否 为 点 m 的 一 
个 切 问 量 .为 此 ,我 们 需要 验证 它 是 否 满 足 声 向 量 条 件 (1.4.4) 和 
{1.4.5). 
由 (1.5.6) ,容易 看 出 
(XY) AF + v8) = ACKXY) fF + p(XY) Eg. (1.5.7) 
对 任意 的 2,4ER, 了 ,EEF 成 立 , 即 (1.4.4)? 满 足 .但是 
(XY Dn (ffB)= Xn(Yfa)} = Xn lfYg + gYF) 
= f(m) Xn Ye) + Xf Ya) (mm) 
十 gl(m) Xn YH) + Rng YH) Um) 
= fm)(XY)ng + gCm)( XY) ,fF 
+ XfYng + Ng Yaf, 【1.5.8) 
条 件 (1.4.5) 不 满足 ,所 以 XY 不 是 向 量 场 . 
定义 1.5.3 设 X 和 ,YY 是 时 的 任 一 开 集 4 上 的 C ”向量 场 ,f 
是 A 上 的 任 一 C” 函 数 ,定义 
[X,Y = XNA) — Yh RA, (1.5.9) 
即 
[X,Y] = XY - YX, 
并 称 之 为 芯 与 Y 的 撞 位 于 . 
由 (1.35.7) 和 (1.5.8)， 
[X,Y (AF + pa) = ALR, Ynf + pLX, YY Jng, 
于 3 
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[X,Yj(fe) = Fm) LX, Ye + glm)lX, 六 
成 立 .所 以 [ 鲜 ,Y 了 1 是 A 上 的 一 个 C" 向 量 场 . 
定理 1.5.1 设立 ,Y 和 Z 是 4 上 的 C" 向 量 场 ,A4,xER, 则 
有 
1, [X,Y]=—[Y,X]. 
2. [AX tpY, ZI1=A[X,Z1+ul Y,2]. 
3, [X,LY,Z]1]+[Y,[Z,X]+[2,[X,Y1]=0. 
这 些 性 质 容易 由 定义 直接 验证 ,其 中 3 称 为 Jacobi 恒等式 . 
设 VY(4) 上 全 体 C 向 量 场 的 集合 ,在 其 中 规定 了 线性 运算 
和 换 位 子 运 等 ,由 定理 1,5.1, V(A) 对 上 述 运算 构成 一 个 无 穷 维 
的 李 代 数 . 
对 换 位 子 运 算 ,还 成 立 下 面 的 公式 : 
[区 ,gr = FOXB)Y ~- g( YAX + fa[X, Y], 
(1.5.10) 
对 任意 的 C” 函 数 f 和 g 成 立 . 这 是 因为 ,对 任意 的 C” 隙 数 大， 
[FX,gY jh = (fX)}(gYR) — (gY)} (FRE) 
=f(Xe)( YR) + feX(CYA) ~ g( YH)(CND) — gfY(Xh) 
=f(Xe)Y —- g(YAHX+ felX, YI]h. 
设 U(x)(i==1,… ,nn) 是 M 上 任意 给 定 的 一 个 坐标 系 ， 


X= 和 Y= 六 -是 U 上 的 两 个 C” 向 量 场 .由 (1.5.10) 
诺 dr 


BA HU a 
wo 9 ja 3 wjra 9 
ee 390 ?ar Br! VLar’a2l 
注意 到 偏 导 数 的 交换 性 , 即 


如 隔 人 
[331 一 分， 1, 一 1, » HI 


所 以 


[让 | 宪 (GE (1.5.11) 
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这 就 是 换 位 子 的 坐标 表示 . 

类 似 地 ,可 以 进一步 定义 在 微分 流 形 M 的 一 个 开 集 4 的 张 
量 场 .特别 ,p 界 反 称 协 变 张 量 场 称 为 p 次 外 微分 形式 ,也 简称 为 
思 次 微分 形式 或 p 次 微分 式 .一 个 一 踢 协 变 向 量 场 称 为 一 次 微 
分 形式 , 它 在 A 中 的 一 每 一 点 m 都 决定 其 切 空 间 M。 上 的 一 个 线 
性 函数 即 一 个 一 次 形式 w(xm). 

自然 可 以 将 有 关外 形式 的 线性 运算 和 外 积 运算 推广 到 微分 
式 . 设 和 ww 是 A 上 的 两 个 任意 的 微分 式 , 则 定义 

(AP + pv) = Apm + wns AnER,m 人 EA, 


(1.5.12) 
(pg Am) = Pah wm mEA, (1.5.13Y 

并 且 , 对 任意 的 A 上 的 函数 让， 
(fpr) = Fm) pr. (1.5.14) 


式 中 po 表示 9 在 m 的 值 g(xm). 由 于 函数 f 可 以 看 作 是 零 次 微 
分 式 ,(1.5.14) 可 以 看 作 是 (1.5.13) 的 一 个 特殊 情形 . 

根据 微分 形式 的 定义 ,一 个 一 次 微分 形式 w 也 可 以 看 作 是 定 
头 在 VI 有 A) 的 一 个 函数 , 取 值 于 A 上 的 全 体 函 数 的 集合 Fo(A)， 
即 

(wl Xm) = w(Kn), XE ViA),m EA. 

并 且 在 每 一 点 都 是 线性 的 .于 是 ,显然 有 下 列 定 理 . 

定理 1.$.2 wm:V(A) 一 Fota4) 是 一 个 一 次 微分 形式 必须 有 是 
只 须 对 A 上 的 任意 函数 和 gg， 

wfX+pgY)= fo(X)+ go(Y), X,YEV(CM)Y. (1.5.15) 
性 质 (I.5.15) 可 以 看 作 是 通常 的 线性 性 质 的 推广 , 它 表 明 在 每 一 
点 都 是 线性 的 ,也 简称 为 了 线性 的 . 

进一步 地 ,一 个 p 次 微分 形式 ww 可 看 作 上 映射 


P 赴 
中 VOAYX :xX VI(A)— Fo(A), 
它 对 每 一 个 变 元 都 是 线性 的 ,并 且 是 反 称 的 . 
设 U(r(i=1,…,7) 是 MM 上 的 一 个 任意 的 坐标 系 , 则 
3 四 : 
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dx' ; m(E DU) (dr (EE Maa), i= 1,,n 
都 是 UU 上 的 一 次 微分 式 ,并 且 在 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 .所 以 ,UU 
上 的 任意 一 个 一 次 微分 式 & 都 可 以 表示 为 


a 二 qdr:, 
其 中 aj(i = 二 1,…,n) 是 定义 在 UU 上 的 商 数 ， 
ai(m) = wn ( (3 )) i 二 1 n,m EU 
或 
ai Soh -0 
并 称 之 为 w 的 坐标 . 
同样 的 ,一 个 p 次 微分 式 g 也 可 以 用 坐标 表示 为 
p= 2 pdrt A A dr 
li i en 
或 
9 = 六 Pld A A da. 
其 中 
可 可 
Pe 一 |， ils slp 一 1 ,nn. 


定 疼 1.5.4 一 个 次 微分 式 g 称 为 C” 的 .如 果 对 任意 的 
C” 向量 场 入 ,XX ,ww(XXI,*, 久 ,) 都 是 CC” 的 . 

显然 ,AM 上 的 一 个 微分 式 是 C” 的 ,必须 且 只 人 须 它 在 某 一 个 
CC 坐标 集中 的 所 有 的 坐标 都 是 C” 的 . 

以 上 讨论 的 微分 式 在 每 一 点 的 值 都 是 实数 ,还 可 以 进一步 定 
义 向 量 什 的 微分 式 , 即 其 在 每 一 点 取 值 于 一 个 向 量 空 间 . 

设 工 是 一 个 上 维 的 向 量 空间 ,w 称 为 A 上 的 一 个 p 次 的 工 值 
的 微分 式 ,如 果 它 在 4 上 的 每 一 点 wz 都 沁 定 一 个 反 称 的 & 线性 的 
映射 


"0 +， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


设 es(a=1,…: 天 ) 是 工 的 一 组 基 , 则 
机 二 me 
其 中 oa=1， ,上 ) 都 是 通常 的 微分 式 . 于是， 有 关 向 量 什 微 分 
趟 的 线性 运算 都 可 以 自然 地 依照 普通 微分 式 和 向 量 的 运算 规律 进 
行 . 


56 外 微 分 


设 M 是 = 维 微 分 流 形 ,A 是 M 上 的 一 个 开 集 ,F(A}(r= 
1,…, 基 ) 是 定义 在 上 上 的 全 体 r 次 的 C” 微 分 形式 的 集合 .现在 
考虑 A 上 的 全 体 C” 微 分 形式 的 集合 ，; 


F(A) = PF, (A). 


在 本 章 人 5 中 ,已 经 在 F(A) 中 定义 了 加 法 和 外 积 运算 ， 现 进 一 步 
在 FL(A) 中 定 六 外 微分 运算 . 
定义 1.6.1 映射 
d: F(A)—> F(A) 
称 为 外 微分 ,如 果 
1. dl(w+w)=dw+dg,w, PEF(A), 
2. dwAg}=doAgp+t( 1) wh dp,w, PEPF(A),r 为 中 
的 次 数 ， 
3. 车 w 是 零 次 的 , 则 dw 为 普通 微分 ， 
4, 若 w 是 零 次 的 ,didw)=0， 
自然 要 问 ,这 个 定义 有 没有 意义 ? 这 样 的 外 微分 运算 是 否 存 
在 ?惟一 ? 为 回 管 这 个 问题 , 先 证 明 外 微分 像 普 通 微 分 一 样 是 一 
个 局 部 性 质 . 为 此 ,需要 下 列 引 理 . 
引 理 1.6.1 设 上 和 晤 是 2 维 欧 氏 空 间 只 ”中 的 两 个 不 相连 
的 子 集 , 且 4 是 紧 致 的 ,日 是 闭 的 , 则 存在 R* 上 的 C” 函 数 gp, 使 
vlA=1,91B=0. 
证 明 设 0<a<5, 令 
直 于 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


1 1 
f(x) = | 上 x € (a,b), 
uy rE (a,b). 


显然 ,f 是 Ri1 上 的 C” 函 数 . 今 
5 下 
F(z) = [reyasff rode 


册 玉 仍 是 Ri! 上 的 C” 函 数 , 并 有 目 ,0 拖 F<<1， 
F(z) = 人 Td， 


0, TE. 
进一步 定义 R*" 上 的 图 数 泡 : 
pr Tn) = F(xI + + xi), 
则 yy 是 R" 上 的 C” 函数 ,0<wS1， 
1， T+ + wa, 

进一步 ,车 SR 和 5S 是 R* 中 的 两 个 同心 球面 ,日 S CS, 则 可 
由 上 述 郴 数 经 过 一 个 目 变 量 的 线性 变换 ,得 到 R*” 上 的 卫 数 ,其 
函数 值 在 0 和 1 之 阅 , 且 在 S 的 内 部 为 1, 在 5S 的 外 部 为 0， 


一 般 的 ,假设 R* 的 子 集 和 是 紧 数 的 ,了 是 闭 的 , 且 有 分 别 包 
会 它们 的 不 相交 的 开 集 , 则 A 可 被 有 限 个 开 球 B1,…,B, 覆盖 , 即 
ACUBi, 且 使 B(i=1,…,m) 与 B 不 相交 .进一步 又 可 将 B; 收 
缩 为 同心 球 Bj(i=1,…,m) ,使 By,…,B, 仍 是 A 的 一 个 开 和 故 
盖 . 设 S,,S. 是 与 B;,Br (i 二 1,… ,mz) 相 对 应 的 球面 , 则 由 以 上 的 
证 明 , 存 在 mm 个 C” 孙 数 (i=14,…… ,9) ,使 0 所 册 扎 1, 由 1B = 
1,w1R" 一 B;=0. 于 是 

p=1- (1 gl gin). 

即 为 所 求 . 这 是 因为 , 当 xzEA 时 , 则 工 必 属于 某 一 Bj, 这 时 
gg;(I)=1, 从 而 有 p(xz)=1,89|A=1, 当 EB 时 ,x 必 不 属于 任 
一 B;, 这 时 所 有 的 (x)=0, 即 有 g(x)=0,g|1B=0. 引 理 证 毕 . 

将 此 引 理 推广 到 币 分 流 形 上 就 得 到 下 列 引 理 . 

，41 ， 
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引 理 1.6.2 设 M 是 ” 维 微分 流 形 ,C 是 M 的 一 个 紧 致 子 
集 , V 是 包含 C 的 一 个 开 子 集 . 则 存在 M 上 的 C” 函 数 p ,使 0 扫 
ps<s1, 且 plC=1,p|AT- 7=0， 

当 M = R" 时 ,这 就 是 引 理 1.6,.1 的 结论 .这 时 ,4&=C,B= 
AT- V. 

证 明 设 1(U,, po 为 AM 的 一 个 C” 举 标 集 ,S 为 包含 于 基 
一 [7 的 紧 致 子 集 . 由 引 理 1.6.1, 存 在 C” 函 数 了 在 gw,{U,)(CC 
R") 中 定义 , 它 在 p(S》 上 的 值 为 1, 在 包 会 sp,(S) 的 一 个 开 集 奸 
的 值 为 0, 令 

fgtg)), gE€U,, 
gs | 4 和 EL， 

则 下 在 M 上 定义, 它 在 S 上 的 值 为 1, 在 U, 外 的 值 为 0. 

因为 C 是 紧 致 的 , VY 是 开 的 ,所 以 存在 有 限 个 邻 域 UU，,…， 
Un ,以 及 紧 致 子 集 S1,…, 5, 使 SCU(i=1,…,m), 且 

CCUs， 
于 是 必 存 在 C” 函 数 (i =1,-…,m), 使 Ff 在 S,; 上 的 值 为 1, 在 
VY 门 U; 外 的 值 为 零 , 则 函数 
pg =-—(1— Fl1— FF,) 

即 为 所 求 . 

由 此 引 理 即 可 明 外 微分 d 的 局 部 性 质 . 

定理 1.6.1 设 朵 是 n 维 微分 流 形 ,U 是 它 的 一 任 开 集 ， 
wEF(A),HA wlU=0,WW dw|U=0. 

证 明 由 流 形 的 局 部 紧 致 性 ,对 任 一 点 PEU, 必 有 的 分 
域 W, 使 得 PE WCWCU, 由 引 理 1.6.2, 必 有 MM 上 的 C” 函数 
记 ,使 得 
1, gE W, 

a 从 ， gt€©U. 
于 是 hw€ F(A), 且 hw 夺 0. 因此 ,由 外 微分 d 的 定义 中 的 条 件 1 
和 2， 
* ， 
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中 站 Awt+t+hdw = 0, 
dw|W = 0. 
特别 , (dw), 二 0. 由 于 疡 是 口中 的 任意 一 点 ,所 以 
dw|li=0 

由 此 怎 理 立 即 可 得 ,者 wwEFCW), 且 wlU=w2|U, 则 
dwil UU=qdw;|U. 

定理 1.6.2 设 M 为” 维 微 分 流 形 ,A 是 1 的 任 一 开 集 , 则 
外 微分 

d: FIA)— F(A) 
惟一 ,存在 . 

证 明 由 d 的 局 部 性 ,只 人 须 在 M 的 任意 一 个 局 部 坐标 系 
U:《z (i=1,…,n) 中 证 明 . 

先 证 惟一 性 , 即 一 微分 形式 的 外 微分 如 果 存 在 则 必 惟 一 .由 时 
微分 的 性 质 1, 只 须 对 单项 式 由 证 明 . 若 w 是 零 次 的 ,由 性 质 3， 
dw 是 普通 微分 , 它 惟一 确定 . 苦 wm 是 以 他 1 次 的 , 则 w 可 表示 为 

w= adri A A dz, 1 让 
其 中 a 是 (x1,…,z") 的 C” 函 数 .由 外 微分 & 的 性 质 1,2 和 4,dw 
车 存在 则 必 为 
da A dr A A dr, 
其 中 da 即 为 普通 微分 ,所 以 ,dw 惟一 确定 . 

再 证 明 存 在 性 .者 w 是 零 次 微分 式 , 则 dw 为 普通 微分 ,自然 

存在 .若是 起 袜 雪 次 的 ， | 

中 一 和 dr A A dri, 1 让 
则 定义 
dw = da Adri A Adrt, li < 让 nn 

(1.6.1) 

现 只 需 证 明 如 此 定义 的 运算 d 确实 是 一 外 微分 .由 (1.6.1)dw 是 

一 个 上 +1 次 的 徽 分 式 , 即 有 dwEEF(A). 所 以 ,d 是 映射 

了 :下 (4) 一 天 (4)， 
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并 且 , 人 性质 1 和 3 蝇 然 成 立 .由 人 性质 1, 要 证 明 性 质 2 成 立 只 需 对 
单项 式 进行 验证 , 设 
w= adr A A dr”, 
P= bd A A drs. 
则 
dw A gp)= dab) A di A A dx A drit A A de 
= (bda + adb) A dri A A dx A dxit A A des 
= da A drei A A dr A bdr A A de 
+(—1adri A A drr Adb A dr A A da 
= dw Agp+{(- ww A dg. 
性 后 2 成 并 .又 因为 ,对 任意 的 C” 隔 数 耻 ， 
df = adr', 


d(df) = a(3E)A A dzi = 2 -dr dr 


-2 2 
FE 

所 以 性 质 4 成立 . 

这 就 证 明了 如 此 定义 的 运算 d 确实 是 外 微分 ,并 且 , 若 w 是 上 
次 微分 式 , 则 dw 是 上 f1 次 的 .还 须 注 意 的 是 ,在 证 明 中 虽然 利用 
了 局 部 坐标 系 ,但 由 d 的 惟一 性 与 局 部 性 ,外 微分 d 与 局 部 坐标 系 
的 选取 无 关 . 

在 外 微分 的 定义 中 ,性 质 4 中 didw)=0 只 要 求 对 任意 零 次 
微分 式 成 立 . 由 (1.6.1) 立 即 可 见 , 对 任意 的 微分 形式 都 成 立 . 

定理 1.6.3 对 任意 的 微分 形式 w,d(dw)=0, 即 =0 

这 就 是 著名 的 Poincaré 引 理 . 

一 个 微分 形式 w 称 为 闭 的 ,如 果 它 的 外 微分 等 于 零 , 即 dw = 
0,w 称 为 恰当 的 ,如 果 它 是 一 个 微分 形式 的 外 微分 , 即 存 在 微分 形 
式 gg 使 w=dgp.Poincaré 引 理 说 明 ,一 个 丛 当 的 微分 形式 一 定 是 拷 
的 . 


。 十 4， 


jazAdz- 
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例 1.6.1 设 R3:(zr,yyz) 是 得 卡 儿 坐标 . 
1. 若 f 是 RY 上 的 C” 函 数 , 则 


_ 9f 3f 1 ,3f 
df = 5 了 dz 十 和风 十 了 dz， 


则 其 系数 构成 的 向 量 [ 3, 了 ,5 就 是 了 的 梯度 gradf. 
2. 设 
w= Adzr + Bdy + Cdz, 
其 中 A,B 和 C 是 R? 上 的 C” 函数, 则 
dw= dA Adrz+dBA dy+t+dc Adz 


fac 3B 9A dC 

人 天 jyAdz+( 稀 5 jdz A dz 
3B _ 9A 
( 完 - 入 jdz A dy, 


其 系数 


dy dz’dz dr dx dy 
则 是 向 量 场 和 = (4 ,B,C) 的 旋 度 curlX. 
3. 设 
w= Ady Adz+ Bdz A dr + Cdzr dy， 


(9% 3B 3A 3C a8 2) 


则 
Ps (i A dy A dz， 
其 系数 就 是 向 量 场 下 ==(A ,B,C) 的 旋 度 divX. 
由 Poincaré 引 理 立即 可 得 
curltpgradf) = 0, divterlX) = 0. 
这 就 是 场 论 中 的 两 个 熟知 的 公式 . 
定理 1.6.4 设 wEF,_j(A),r >1,X1,…, 义 ,是 A 的 任意 


的 C“ 的 量 场 , 则 
da( Xi, ) = 二 1 XL) 


j=1 


+* 二 号 。 
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下 二 人 


和 1 区 
(1.6.2) 
式 中 总; 表示 去 掉 义 ;. 

证 明 因为 dw 是 7 次 微分 式 ,所 以 (1.6.2) 的 左 端 作为 向 量 
场 久 | ,…, XX. 的 函数 对 每 一 个 变 元 者 是 了 线性 的 . 现在 证 明 ， 
(1.6.2) 的 右 端 作为 六 1,…, XX, 的 函数 对 每 一 个 变 元 也 是 了 线性 
的 .将 (1.6.2) 的 右 端 记 作 GCXI,…, 久 .), 只 须 证 明 对 二 1,…， 
Ty 

全 (Xe 二 
= G(X RR + GR) (1.6.3) 
和 
他 (大 Ga {1.6.4) 
成 立 ,其 中 上 是 4 上 的 任意 画 数 .(1.6.3) 成 立 是 显然 的 ,现在 证 
明 {1.6.4) 成 立 .对 任意 固定 的 不 ， 
FOX 


= > (一 1 Xe 
Jj 
十 2 (- DitiXpo (KI, Ki AX , K,) 
了 区 


二 【一 1)ttlaXywo( XL, , NX,) 
十 2 wl[X,, XX] KE RK ) 
i 


I 
十 1 (— Trtiwt [aX ,和 ] 大 1 入 
jk 


十 > 多 (一 1) 计 [aa 
I . 


a 


一 多 (一 1YX a wm XL, KE KK ) 
+ 


-A466 “ 
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十 a > (一 1 天 大 (其 
i 
+ Zi 一 TH Ja 人 Xe 
7 了 世上 


+ a2) 《= 1 


了 过 是 
+ (— LtrliaXye (XL, nN, KX ) 


+ > (= Di ([ Xi, 区] 


zj 于是 


1 
+ > 二 LD Xa Dw (KX, KI ,| 
7 


十 a2>) {— 1)*tiw ([ XL, Dp. 大 


天 


+ D(XG) w(K ,KL ) 
下 


Fo (I Xo ) 


让 


一 所 > {- DiriXw (XI 


+ a itiw([X, KX;] ,ee Ki, RN, KX,) 
= ra (XI , KY, 
所 以 ,({(t.6.2) 的 石 端 对 每 一 个 变 元 都 是 了 线性 的 .因此 ,要 证 骨 
(1.6.2) 成 立 ,只 须 取 nn 个 在 每 一 点 都 线性 无 关 的 向 量 场 验 证 即 
可 .又 因为 (1.6.2) 的 两 端 都 是 4 上 的 函数 ,只 要 证 明 它 们 在 每 一 
点 的 值 相等 . 故 不 妨 在 一 个 坐标 系 U: (x) (i =1,…,n) 中 证 明 . 


这 时 ,> 1,…,5 筷 在 每 一 点 都 构成 切 空间 的 一 组 基 , 只 须 就 
和 = 和 < 


7， 
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进行 验证 .由 外 微分 的 线性 性 质 ,不 妨 设 w 是 一 个 单项 式 
四 一 dza A A dz, 
于 是 
dw= da A dr? 内 … A de 
9a A 


这 时 , (1.6.2) 的 左 端 为 


aa 站 9 -也 
= 和 dm A dv A A dw (Fi ya 
_1 da jr 
rT drh i 
(1.6.2) 的 右 端 为 
be 人 2 
ep 1) Xi Ti” dr’ drs 


Jj 
1 9 
二 rl ig ) 
ri kt 了 


可 你 站 
1 + da jo 
=- Dg 
F127 dr a 
1 da iri 
ri dr i” 
与 左 端 相等 .定理 证 毕 . 


注意 (1.6.2) 的 右 端的 第 二 部 分 为 0, 这 是 因为 | 32 ,7 ] = 


由 (1.6.2), 当 六 一 也 时 ， 
du(X,Y)= 方 (Xo(Y) 一 Yo(X)-w([X,Y]))， (1.6.5) 
当 了 =3 奢 ， 


" dR + 
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dw (X,Y,Z2) =3(Xw(Y,2) + Yo(Z,X) + Zu( X,Y)) 


_ 3(w([X,Y],Z) + wl[Y,Z],X) 


+ wl[Z,X],Y)), (1.6.6) 
其 中 和 ,YY 和 Z 是 任意 的 向 量 场 . 

《1.6.2) 不 仅 给 出 了 有 关外 微分 运算 的 一 个 计算 公式 , 它 还 反 
且 了 微分 形式 的 外 微分 式 运算 与 向 量 场 的 换 位 子 运算 之 间 的 联 
系 . 

例 1.6.2 设 U:(zi)(i=1,*',n) 是 wn 维 微分 流 形 3M 的 一 
个 坐标 系 , 针 1,…, 训 所 V(U), 在 U 中 的 每 一 点 都 线性 无 关 ， 
attt,-…,a*E FI(U), 在 U 中 的 每 一 点 也 都 线性 无 关 , 且 

a (XK) =0, i= 1 ,kr =R+l, ,nn, 
则 
大 
在 U 中 的 每 一 点 都 是 线性 相关 的 必须 且 只 须 存在 gE FI(U)， 
r,s 二 Fr 十 1,… ,nn ,使 
dor = gr Aa, r= k+l1,",n. 

和 证明 不 妨 设 在 U 中 可 取 训 41,…',，XnEV(U),a!,"*， 
otEFI(UO), 司 Rl, N ,Nitti Na 和 人 
在 U 中 的 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 , 且 

asf 和 ) = asb = 1,",n. (1.6.7) 
必 变 性 . 因为 a1,… ,a" 在 U 中 的 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 ， 
darfyr = 天 二 1 ,2) 必 可 表示 为 
der 一 名 大 六 十 Cr al A a™, 
其 中 Co(i,m=1,…, 上 站) 为 U 上 的 防 数 , 且 C5 + Cw =0. 由 
(1.6.7), 
do (Ni, Ni) = CH, r=R+1l,n: 1,f = 1,..,k. 
又 由 公式 (1.6.3)， 
a 


0 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


dar( 天， 大 站 一 了 (Xear(X ) 是 Xi 大 一 er ([X;,X;])) = 0. 
所 以 C5 =0, 即 有 
da = pi Aa, r= k+l1,,n. 
充分 性 . 设 da = grrAa,r+=k+1,…,n, 则 有 
da (Xi, KR) = pr A a (K;, XX;) 
= (pK) KX) - pr(X)e (XK)) = 0 

又 由 (1.6.3) 

da (Xi, XI)= F(X (XK) - Xa’ (XK) - oC[Xi,%])) 

=- 方 e([X:,X]), 

所 以 

a’([Xi, Kl) =0, r=k+t1,,n, i = 1,°,k. 
于 是 ,在 局 的 每 一 点 ,[ 成 ,已 ] 都 属于 XI ,Xe 所 张 的 子 空间 ， 
即 1 ,[X; ,六 ; | 在 U 的 每 一 点 都 是 线性 相关 的 . 


综 上 所 述 , 若 M 是 一 个 n 维 的 微分 流 形 ,A 是 M 的 任意 的 一 

个 开 集 , 则 在 A 上 的 全 体 C” 微 分 形式 的 集合 
F(A) = DF,(A) 
中 ,就 定义 了 线性 运算 ,外 积 运算 和 外 微分 运算 ,连同 上 述 运算 就 
称 为 一 个 Cartan 微分 代数 . 它 的 一 个 子 集合 若 对 线性 运 、. 外 积 运 
算 和 外 微分 运算 都 是 闭 封 的 , 则 称 为 它 的 一 个 微分 子 代 微 .车 I 
是 FF(A) 的 一 个 微分 子 代数 ,并 且 对 任意 的 wE F(A)gpET, 均 有 
叫 太 Cs 

则 了 称 为 F(A) 的 一 个 闭 理 想 . 


$7 切 映 射 


设 MM 和 NN 分 别 为 m 维和 x 维 的 微分 流 形 ， 
， 5 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


太 : MT 

是 一 个 连续 映射 ,p 是 机 的 任 一 点 ,(U, pg):Cri)(i=1,…,m) 是 

包 合 pp 的 一 个 坐标 系 ,(V,y):(y)(a =1,…,n) 是 包含 f(p) 的 

一 个 坐标 系 , 则 由 下 就 得 到 Re 中 开 集 gp(V) 到 FR" 个 的 开 集 

(六) 的 映射 

py fp yO ylV). (1.7.1) 

定义 1.7.1 映射 f 称 为 在 点 是 C” 的 ,如 果 yf*w -! 在 

Pp(p) 是 C” 的 ,f 称 为 M 到 NN 的 一 个 CC 映射, 如果 在 MM 的 每 
一 点 都 是 C” 的 . 

显然 ,此 定义 与 坐标 的 选取 无 关 . 今 后 凡 讨 论 徽 分流 形 之 间 的 


映射 都 指 CC 映射 . 
通过 坐标 ,(1.7.1) 可 以 表示 为 坐标 之 间 的 函数 关系 
3 二 (2 位 一 1 {1.7.2) 


即 yy。f= 产 r9 或 简写 为 yY。f= 户 ,显然 , 岗 射 在 U9 上 是 C” 的 
必须 且 只 人 须 所 有 的 产 (ae=1 2) 都 是 0 的， 
设 g 是 N 上 任意 的 一 个 函数 ,由 映射 了 就 自然 得 到 MM 上 的 
一 个 孙 数 gf 了， 
g° fr) = g(f(x)), rEM. 
显然 ,着 gg 是 N 上 的 0” 应 数 , 则 g。f 是 村 上 的 C” 阔 数 .这 就 得 
到 了 Fot IN) 到 FCAMD) 的 一 个 映射 
f° : FolN) — Fo M), (1.7.3) 
即 
fg=g°f, g EF(N). 
容易 证 明 ,对 任意 的 g,hEFo(N)， 
flgt+h)= /fg+f°h, 
f(gh) = (f° g)(f" h). 

催 是 诸 上 的 任意 一 点 ,g 是 定义 在 N 的 f(p) 近 旁 的 一 个 
商 数 , 旭 f*g=g*f 是 定义 在 村 的 pp 点 近 旁 的 一 个 函数 . 于是， 
对 p 点 的 任意 一 个 切 向 量 久 EM, 和 gE€EFyp ,定义 

51 时 
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(fr X)g = X(f’*g) = Xlg. f), 
这 就 得 到 由 Fp) 到 实数 域 R 的 一 个 映射 
fiX: Frnpy—™R. 
并 且 ,对 任意 的 g ,hE Fy 和 AER, 
(fr Xlg + h)= Kl(ge f+hef) 
= (fi KX)g + (Ff. XK), 
(fr XIAg) = XAg + fF) = A(Fs KX)g, 
《六 KX)lgh)= Xl((g ° Ph A)) 
= (g° PIX(ho A +t (he fp)K(ge ff) 
= g(f(pOCF,. Kh + h(FCPI) CF, XY) pg, 
所 以 ,了 f.X 是 N 的 点 AP) 的 切 向 量 , 即 六 和 ENroo 因此 ,六 
是 切 空 间 Wi 到 茹 空间 Ny) 的 一 个 映射 , 即 
fr: Mp Np). 
并 且 容易 验证 ,对 任意 的 X,YE M, ,AER， 
flK+Y)= FX+ fF, Y, 
fr (AX) = AF。 X. 
即 映 射 六 ,是 线性 的 . 
这 就 证 明 , 对 任意 给 定 的 映射 f: M 一 N, 和 M 上 的 任 一 点 
户 ,就 自然 诱导 出 pp 点 的 切 空 间 Ms 到 它 的 像 点 fF(p) 的 世 空间 
Nrn) 的 一 个 线性 映射 , 称 为 了 在 点 的 切 映 射 .这 个 映射 是 与 f 
和 户 有 关 的 , 常 记 作 (d 门 , 或 {ff ) .在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 又 
常 简 记 作 ,或 户 . 
设 (U,p):(zD)(i=1,…,m) 是 M 上 包含 户 点 的 一 个 坐标 
系 ,(V,p): (yfo = 二 1,-…,n) 是 NN 上 包含 f(p) 一 个 坐标 系 ， 


0 国民 三 
和 = (5 =1， ; 12 ) 和 和 2 1， ; 及) 分 别 为 
fr Ki= (fa KIOY)Y, = Xf yO)Y, 
，52 。 
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人 
二 并 y,. (1.7.4) 


可 见 , 帕 射 了 在 点 p 的 切 映 射 , 用 自然 基 表 示 的 系数 炬 阵 就 是 f 
的 坐标 表示 (1.7.2) 在 g( 思 ) 的 Jacohi (3 ] ,也 常 简 记 为 
/plp) 

(6 
和 

fx 作为 向 量 空间 到 向 量 空间 的 线性 有 映射 自然 有 它 的 对 偶 映 
射 f° , 它 是 由 Ncp) 的 对 偶 空 间 Ns) 到 MM 的 对 偶 空间 MX 的 
一 个 线性 映射 

f° :Nip™ Mbp, 
即 对 任意 的 wENI) ,XEM,， 
(fw)(X) = wif ¥), 

六 称 为 了 在 f(p) 的 微 映射 ,也 常 记 作 (ad 让 ,fpy ,了 * 也 常 称 
为 回 退 . 

由 (1.7.4) 立 即 可 得 f° 的 坐标 表示 ; 


林产 ” 
f° (dy ) cp) 和 f= 1,.…,n. 


由 于 映射 了 的 切 典 射 六 在 M 的 每 一 点 户 定义 ,自然 可 以 在 
整个 流 形 上 考虑 ,并 仍 记 作 f, , 设 广 是 M 上 的 一 个 任意 的 向 量 ， 
自然 可 以 定义 了 ,天 ， 

(fr XI)F = (f:)pKp, PEM. 
问题 是 六 X 未 必 是 N 上 的 向 量 场 . 

同样 的 , 若 w 是 N 上 的 一 个 任意 的 一 次 微分 形式 ,自然 也 可 
以 定 半 了 w: 

(fw)p = ff wp PEM. 
注意 ,上 式 左 端的 ”与 右 端的 f” 意义 不 同 , 右 端 是 在 站 ( 户 ) 点 
加 与 导 昌 
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的 , 即 应 为 fr oo) 但是, 我们 这 样 简写 并 不 致 引 起 混 诺 . 
fw 是 在 M 上 的 每 一 点 定义 的 ,并 且 , 由 
(fw) (KX) = wap (fr KX), pPEM,XEM,. 
立即 可 得 
(fF wpAR + PY)= wp laf X + fx Y) 
= Munpy fr XK) + pwnp lf Y) 
= ACF ww) p(X) + pF mw) plY), 
对 任意 的 4,gER, 关 ,YE M, 和 RM 上 的 任 一 点 pp 成立. 所以， 
fw 是 MM 上 的 一 个 一 次 微分 形式 , 即 f* 是 觅 射 
f* : FI(N) ~ FI(M). (1.7.5) 
一 般 的 , 若 w 是 N 上 的 r( 实 1) 次 微分 形式 ,也 可 以 类 似 地 定义 
fw: 
Cf wp KI NK ) = wp Cf Ki fe KX,), 
其 中 1,…,X, 是 Mo 中 的 任意 的 切 向 量 . 容易 证 明 ,f*w 是 M 
上 的 > 次 微分 形式 , 即 有 
fF FN)>F(M), r= 0,1,.…,n. 
当 xz=0 和 1 时, 它 就 是 (1.7.3) 和 (1.7.5) 所 表示 的 映射 . 
设 w,yE RON ER, 则 有 
(FF Cw 十 p))p XX,) 
=(w 十 pp fr Ki fe X,) 
= wep) Fx Ki s fe KR) + prep Fs XI," fs X,) 
=(f ww) XK + CF pp XL ,KX,) 
和 
(FF (Aw)) (XI, ,XK,) 
一 AR Ki ,fF XK,) 
一 AP w) p(X ,XN,), 
对 M 上 的 任 一 点 p 和 M 的 任意 切 向 量 XX ,…,X, 成 立 。 所 以 ， 
fl(wutp)= fwt+f" 9, 
. 54 。 
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fF (Aw) = AfF* w, 
即 "保持 线性 运算 . 
产 还 保持 外 积 运算 , 即 若 w, gEF(N), 则 
flwh gg)= fwhf' yg. 
这 是 因为 ,看 w 和 分 别 为 > 和 s 次 的 微分 式 , 则 对 任意 一 点 pp 所 
M 和 Xi , X,,E M,, 
(ftw A po Ki Ks) = (wh PI (fs Kis Fe Kets) 
= wf Xe fe) 
VC) 
一 (02 
=(f"w A fF pK Ks). ; 
进一步 还 可 以 证 明 , 了 * 保持 外 微分 运算 d. 
定理 1.7.1 设 M 和 和 N 分 别 m 维和 n 维 的 微分 流 形 
f:M-—N 
是 一 个 C” 映 射 , 则 
fd=d*f. {1.7.6) 
其 中 d 表示 外 微分 运算 . 
证 明 只 要 证 明 ,对 任意 的 wEF CN)(r=0,1,-…,n)， 
d{f*w) = fF*dw 
在 AN 的 每 一 点 成 立 .因此 ,只 须 在 NN 的 一 个 坐标 系 V: (y)(e= 
1,… ,nn) 中 证 明 ， 
车 w=gEFo(N), 则 f*gEFo(M), 且 
(df BIN) X(f’* 8g) = ff X)g 
= (dg) rp (fe X) = (f* dg),(X), 
其 中 p 是 M 的 任 一 点 ,X 是 M， 中 的 任 一 向 量 ,所 以 
d(f”"g)= f"dg. 
者 w 是 一 个 任意 的 > 次 微分 形式 , 即 w 忆 EF,(N), 则 w 可 表 
A 
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全 一 aa a df A adyr. 
于 是 
fr w= ad 人 人 (dy 
= f° oa (afp) A A (df* YF), 
d(f*w)= (df aon) A (df* yn) 人 Ad 大和) 
= f° (das.s) A (Pd A A (Fdy) 
= f° (das .se A dy A A dyr) 
= f° (dw). 
定理 证 毕 . 

总 之 ,由 徽 分 流 形 M 到 徽 分 流 形 六 的 一 个 C”" 映 射 六 自然 
诱导 出 N 的 Cartan 微分 代数 FN) 到 M 的 Cartan 微分 代数 
F(M) 的 一 个 映射 

f° FIN)— F(M). 
且 了 * 保持 线性 运算 ,外 积 运 算 和 外 微分 运算 ,也 简称 为 微分 间 
态 . 
定理 1.7.2 设 工 ,M 和 六 都 是 徽 分 流 形 ， 
了 工 一 M， 了 :M 一 人 


了 了 : 工 一 六 
是 女 ” 喘 射 , 且 
(CF op = CF np fr), (1.7.7) 
(FD Fgpy = 了 Fen) (1.7.8) 


(1.7.7) 和 (1.7.8) 也 常 简写 为 
(f°* = fa js 
(Fo = ff". 
通常 并 不 会 引起 混 请 . 
站 与 用 本 
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证 明 了。f 显 然 为 一 CC 映射 . 
对 任意 的 gE FolN)， 
(fF ef "gpg=(g°* fF) f= f(g* f) 
= fF"(f"g)= (ff. f*)g. 
假设 多 是 工 , 中 的 任 -- 切 向 量 , 则 
({(f °»- XNg= X( Fo fg) = Xf (Fg)) 
= "ag = (FD 
即 有 
(f° FIX= Fr fsX, XEL,, 
所 以 
(fof) a “fn 
车 wE FI(N), 久 EL,, 则 
(Cf 。 让“ 加) 计时 全 wr 了 “了 XX) 
={(F "wp (fe KR) = (fF* » fF "“w),(X), 
即 有 
(Fo fw= fe fiw, wE FN). 
同样 的 ,对 任意 的 wE FN)(r 之 1), 上 式 也 成 立 . 所 以 
(Ff: = -Ff". 
定理 证 毕 ， 
| 定义 1.7.2 若 M 和 RN 是 微分 流 形 , 映 射 
ff:M—N 
称 为 一 个 短 分 同 胚 ,如 果 了 是 一 一 在 上 的 , 且 了 和 它 的 道 广 都 是 
“的 ,并 称 M 和 是 微分 同 且 的 微分 流 形 . 
显然 ,微分 同 胚 的 微分 流 形 必 有 相同 的 维 数 . 
若 f: M->N 是 微分 同 三 ,出 广 1- 了 和 产 广 :分 别 为 AM 和 
上 揭 恒 同 映 射 , 由 定理 1.7.2, 对 M 上 的 任 一 点 卫 ， 
了 
是 可 逆 的 线性 映射 ,并且 
了 
四 与 了 加 
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若 关 和 7 是 M 上 任意 两 个 C” 向 量 场 , 经 微分 同 胚 f, ,XX 
和 Y 也 是 NN 上 土 的 C" 向 量 场 . 因此, 六 .是 M 上 的 全 体 向 量 场 
的 集合 VLM) 到 N 上 的 全 体 向 生 场 的 集合 VLN) 土 的 一 个 映射 

fr :VIM)— VIN), 

因为 了 是 一 一 在 上 的 ,以 及 f, 和 f:! 在 每 一 点 都 可 道 的 线 福 映 
射 , 所 以 ,上 述 六 .是 一 个 可 道 的 线性 有 刁 射 . 并 且 , 对 N 土 的 任意 冰 
数 gE FotN)， 
(fs [X,YD)g= [X,Y](f*g) = X(Y(lg° f)) 一 YX。 f)) 

= XU Yeg)- A — YCF, XK)g) + f) 

= 六 X{((f YD)g)— fr YI(f, X)g) 

= Fe, Fy Ys 
于 是 

了 

即 f, 保持 换 位 运算 ,所 以 , f; 是 M 上 的 向 量 扬 李 代数 VW(M) 到 
N 上 圭 的 向 量 场 李 代 数 IN) 的 一 个 李 代 数 同 构 . 这 时 ,微分 局 态 
六 :FA 一 FCAM) 也 是 可 道 的 ,并 称 之 为 微分 司 构 ， 

车 M 和 NN 都 是 n 维 的 微分 流 形 ,了 : M->=N 是 一 个 C” 映 射 ， 
思 是 MM 上 的 一 点 , 且 (f; )。 是 本道 的 ,由 反 鲜 数 存 在 定理 ,必用 
点 的 邻 域 U(CM) 和 f(p) 的 邻 域 V(CN), 使 

子 : 和 一 人 
是 微分 同 脏 . 这 就 说 明 , 了; 在 一 点 可 道 的 就 保证 了 流 形 在 这 一 点 
近 旁 是 微分 同 及 的 .但 是 ,整体 地 说 李 并 不 对 ,即使 f, 在 每 一 点 
都 是 可 道 的 .例如 ,在 R? 中 取 定 答 卡 儿 誉 标 (x,y), 则 以 厌 点 为 
中 心 的 单位 贺 S$ 可 以 表示 为 
《zy) = (oost,sint), + EE€ R. 
这 就 得 到 有 映射 
f:R— SC R*), 
其 坊 映 射 f, 使 


8 
J dt lar FA) dy fr) 


* 538 * 
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伍 不 为 零 ,但 f 不 是 微分 同 胚 . 
$8 积 流 形 、 向 量 从 


设 M 和 N 分 别 为 m 维和 维 的 微分 流 形 ,|( UU,, gq;)| 和 
I , 册 ) 儿 分 别 为 M 和 NN 的 坐标 集 , M 和 NN 作为 拓扑 空间 自然 
有 拓扑 积 M x N , 它 仍然 是 一 个 拓扑 空间 ,并 且 1(U Xx VV )| 构 成 
它 的 一 个 开 八 六 .车 zEU;,yE€ WV, 命 

(pi 的 由 并 = pKR), hy) EE RR” Xx R", 
这 就 得 到 了 UX VV 到 m+ 维 欧 氏 空 间 R™* "的 一 个 同 胚 
9: Op: Ui x Vo R™+*, 
于 是 
IU:x V,, gi 的 出 | 

就 是 MXN 上 的 一 个 坐标 集 ,并 且 坐 标 变换 是 C” 的 ,这 样 就 决 
定 了 MXN 上 的 一 个 微分 结构 ,使 M xN 成 为 一 个 症 +m 维 的 
微分 流 形 , 称 为 M 和 NN 的 积 流 形 , 仍 记 作 Mx NM. 例如 ,nm 维 环 面 
T*(1.3.4) 自 然 可 看 作 n 个 一 维 微分 流 形 贺 周 全 ! 的 乘积 流 形 ， 


中 
T = Tlx--…… x Tl!, 


设 p 和 4g 分 别 为 MM 和 NN 上 的 在意 一 点 , U: (zi)(i=1,…， 
m) 是 MI 上 包含 p 的 一 个 坐标 标 , VV :Cy (a =1,…,) 是 N 上 


(p,q) 的 一 个 坐标 和 票 . 因此， (Ce 和 ( 声 )， 4 


me 二 1 ,7 ) 就 构成 MXN 在 (p,q) 的 切 空 间 (M x Np,,y) 
的 一 组 基 . 可 见 , MXxN 在 (p,q) 的 切 空 间 就 是 M 在 p 的 切 空间 
和 NN 在 4 的 切 空间 的 直 和 , 即 
(M x N)‘p,g = My Ns. 
设 (p,g) 是 MXxN 上 任意 一 点 ,自然 地 由 
“(p,qg) = pt 或 g) 
59 ] 
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就 得 到 M XN 到 M( 或 N) 的 一 个 映射 
Ti MxN— M( 或 NN), 
称 为 MxXN 到 对 (或 N) 的 投影 . 
发 展 积 流 形 的 概念 就 能 得 到 所 谓 纤维 从 的 概念 .纤维 从 的 一 
个 基本 特点 是 它 在 局 部 是 积 流 形 . 问题 是 如 何 将 这 些 局 部 积 粘 合 
起 来 .一 个 典型 的 例子 就 是 切 从 . 
设 M 是 x 维 微分 流 形 ,|( U,, gp,)} 是 它 的 一 个 C” 坐 标 集 . 
这 时 
pa: Us p(U,) ET 可) 
为 同 胚 , 现在 考虑 M 上 全 体 切 向 量 的 集合 
TCM) = YM,, 
并 在 T(M) 上 引进 微分 结构 . 
设 pE Us:(zi), 则 MM， 有 自然 基 (3) ,在 U。 上 有 自然 标 
架 声 2 (i 一 1…,). 于 是 ,UU。 中 任意 一 点 p 的 一 个 切 向 量 wE 
M, 就 可 以 用 坐标 表示 为 
(zsv), i= ln. 


其 中 坏 是 在 ps 中 的 坐标 ,vi 是 w 在 自然 基 | 3. 】 中 的 坐标 . 
大 


Ar: 
显然 
UM, 一 UD X ke’ 


pET7 
为 笛 卡 儿 积 ,并 记 作 WV, 并 和 且 ,gp 可 自然 扩充 为 U, Xx R* 到 RR” x 
R" 的 一 个 映射 , 仍 记 作 gq, 即 有 同 及 

po Va 9(U) Xx RC RY). 
这 就 得 到 了 TCM) 的 一 个 坐标 村 壮 和 Vg) 车 Vi 介 Ve 关 2 ， 
则 其 中 的 点 (pp,v) 就 有 不 同 的 坐标 (zi, vi) 和 (x ,wi (i=1,…， 
站 ) ,其 坐标 变换 关系 
x = Ci (rly i= 1 ,nn, 


" ED 。 
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二 ze 
Ww 二 Vi 1 Le 


都 是 C” 的 .所 以 ,1 和 Vi ,go 儿 是 TCM) 上 的 一 个 0” 坐标 集 , 它 抉 
定 了 TCM) 上 的 一 个 微分 结构 ,使 TCM) 成 为 一 个 2 维 微分 流 
形 , 称 为 M 的 切 从 . 

由 以 上 的 讨论 可 见 ,JM 的 切 从 TCMT) 的 微分 结构 是 由 M 的 
微分 结构 确定 的 ,其 局 部 为 积 流 形 ,由 这 些 乘积 给 出 了 T(M ) 的 
一 个 坐标 覆盖 . 并且, 由 M 中 的 坐标 变 执 放 导 出 切 空 间 中 切 向 量 
的 坐标 变换 . 这 就 使 得 精 合 M 的 不 同 坐 标 域 的 同时 将 在 各 点 相 
应 的 切 空间 也 精 合 起 来 ,从 而 使 TCM) 成 为 一 个 2n 维 微 分 流 形 . 

由 于 切 空 间 上 的 张 景 的 坐标 变换 是 由 切 空间 上 向 量 的 坐标 变 
换 决定 的 . 类 似 地 就 可 以 定义 流 形 M 上 的 (r,s) 阶 张 量 必 
TAIryszz0) .特别 ,M 的 一 阶 协 变 张 量具 TO'D(M) 即 余 切 
回 量 从 称 为 M 的 余 切 此 , 记 作 TT* (MM). 

须 注 意 , 切 人 内 T(M) 在 整体 上 一 般 不 是 积 流 形 M x R". 因 
为 ,车 不 然 , 即 TCM) = Mx R", 则 对 任意 到 定 的 非 零 的 a ER*， 
由 

p= (p,a)E Mx R",pEM 


确定 

MMxR" 
的 一 个 连续 岗 射 ,这 是 M 上 的 一 个 处 处 不 为 零 的 向 量 场 , 则 必 有 有 
M 的 示 性 数 等 于 零 ， 


微分 流 形 M 的 切 上 TCM) 可 以 概括 有 下 述 三 个 特点 : 
1. 由 TCM) 到 M 有 一 个 投影 映射 
™: 了 (AT 一 MM, 
使 x(p,5)=p,(p,v)ET(M), 这 是 一 个 C” 的 在 上 的 映射 ,并 
且 , T(M) 局 部 为 稍 卡 儿 积 , 即 
pa: TU ) > pl UU) x RR” 

为 同 胚 , 其 中 和 U1 为 M 的 一 个 C” 坐 标 覆 盖 . 

2, 对 任 一 点 pE ,定义 

二 G1 a 


Pt 
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go of) = gp.(p,v), ve MM, 
得 到 睦 射 
Po,p: nip— R'" 
为 一 同 胚 .rr !' p= Ms 称 汐 切 从 T(M) 在 pp 点 的 纤维 .并 且 , 当 
局 门 Ug 关 放 时 ,对 任 一 点 p€ V6。[1 Ve 有 
gop = pap" Paip! RR 
这 一 线性 自 同 构 ， 
3. 由 2 可 知 ,gg 在 UN Us 中 任 一 点 证 定义 ,于 是 得 到 C” 
冉 射 
gap: Uf Us GL(R*), 
即 gg(p)EGLCR"),pE UN Us 其 中 GL(R") 是 R* 上 全 体 线 
性 自 同 构 所 成 的 群 , 即 x 阶 一 般 线 性 群 Gin ,RR). 
将 上 述 有 关切 从 的 概念 抽象 并 推广 ,将 R" 换 成 任意 的 4 维 
向 量 空间 R ,就 得 到 向 量 从 的 概念 . 
定义 1.8.1 设 互 ,AM 为 微分 流 形 ,r: 下 -~AM 为 在 上 的 C” 暴 
射 ,= 到 为 g 维 向 量 空间 ,并 给 定 M 的 一 个 覆盖 | Dj ,以 及 一 
组 映射 oi 


1., UU xR 
ne SE U,,vE RY, 
x(p;,v) = p. 


2, 对 任 一 点 pp UU,, 命 
paplo) = palpv), vE RY, 
即 有 映射 
pop rp”R, pEM. 
为 同 胚 , 并 且 , 当 UU, 站 Us 关 包 时 ,对 Uf Us 中 任 一 点 二 ,映射 
gp(p) = papp alp: RI R? 
为 线性 自 同 构 . 
3. 定义 在 U, 门 Us 上 的 ge 使 
gaa: Uf Us GL(V) 
.6o ， 
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为 一 C” 肌 射 . 

则 ( 玉 ,M ,7) 称 为 MM 上 的 一 个 g 维 向 量 从 ,FE 称 为 从 空间 ,AM 
称 为 底 空间 ,r 称 为 从 投影 ,V 称 为 纤维 型 ,x 1p 称 为 在 p 点 的 纤 
维 . 

由 于 Ps:r 1p 一 Rr 为 同 胚 ,可 将 纤维 型 Re 上 的 线性 结构 
搬 到 纤维 x 1p 上 ,使 x;! = 为 一 向 景 空间. 由 条 件 2, 这 个 线 
性 结构 不 依赖 手 玲 标的 选取 .因此 ,向 量具 王 可 以 春 作 是 由 积 流 
形 区 xx 瑟 沿 着 同一 点 六 的 纯 维 精 合 起 来 的 ,在 烙 含 时 要 求 保持 
纤维 上 的 线性 结构 . 

显然 ,前 面 所 讨论 的 切 从 \、 张 量 从 都 是 向 景 从 ,特别 , M x 
站? 三 瑟 也 是 Mi 上 的 向 量具 , 称 为 M 上 的 平凡 的 向 景 从 或 积 从 . 

定 光 1.8.2 C” 映 射 

os: MF 
称 为 (EE,M ,7) 的 一 个 截面 ,如 果 xeo 是 M 上 的 恒 同 揣 射 , 即 
T°o= Tu. 

于 是 ,1M 上 的 一 个 向 景 场 就 是 其 切 从 TT(M) 的 一 个 截面 , 张 
量 场 则 是 张 量 从 的 截面 . 

进一步 发 展 向 景 从 的 概念 ,将 纤维 型 V 换 成 一 般 的 截 分 流 形 
F ,必用 半 Y 的 线性 群 GL(TV) 换 成 作用 于 下 的 变换 群 ,就 能 得 到 
一 般 的 纤维 从 的 概念 . 


$9 子 流 形 


设 M 和 NN 分别 为 m 维和 nn 维 的 截 分 流 形 . 

定义 1.9.1 CC” 有 映射 f; N 一 MM 称 为 温 入 ,如果 其 切 映 射 
f: 在 每 一 点 都 是 不 退化 的 .这 时 ,(f, NN) 称 为 M 的 一 个 湾 入 于 访 
形 . 

如 果 f 朋 是 单一 的 , 则 了 称 为 一 个 构 人 ,(f,NN}) 称 为 M 的 一 
个 本 入 子 流 形 ， 

由 定义 可 知 , 必 有 n 志 吉 . 
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例 1.9.1 设 太 是 微分 流 形 MM 的 一 个 开 子 集 , 风 M 的 微分 
结构 限制 在 A 上 就 得 到 4& 的 一 个 微分 结构 ,使 A 成 为 一 个 维 
的 微分 访 形 .于 是 , 恒 同 映射 

i: A—-M (1.9,1) 
是 一 个 艇 入 , 邑 (i, 有 A) 为 M 的 一 个 子 流 形 , 称 为 M 的 一 个 开 子 流 
形 . 

例 1.9.2 设 尺 是 实数 轴 ， 

TZ: R-—=M (1.9.2) 
为 一 忆 ” 有 映射 , 且 x+ ,人 恒 不 为 零 , 则 (x,R ) 是 M 的 一 个 一 维 淄 入 子 
流 形 ,并 称 为 曲线 . 

设 局 : (x 让 )(i=1,…,zm) 是 M 的 一 个 坐标 系 ,i ER, 则 映射 

(1.9.2) 在 U 中 可 以 用 坐标 表示 为 
Lr = z(t), i 二 二 ,Hi, 


这 就 是 通常 的 参数 方程 ,: 称 为 参数 ,其 切 映射 则 表示 为 


wy 人 一 有 7 


或 简写 为 
4_ dea 


di dz Or: 


不 通化 , 即 { 至- ，… , 旺 - ) 们 不 为 零 . 这 就 保证 了 曲线 在 每 一 点 
’ dit” ”Hi : 本 
的 殷 向 存在 . 
今后 ,如 不 特别 声明 , 提 到 的 子 流 形 都 是 浸入 子 流 形 . 
例 1.9.3 设 f 是 % 维 微 分 流 形 上 的 一 个 C” 的 实 值 函数 ,如 
C” 有 映射 
三 M— R, 
N= 1pEMI| fp) = 0}, 
且 df 在 N 的 每 一 点 都 不 等 于 零 , 着 是 N 于 的 人 在意 一 点 , UU: 
(zi) (f=1,…,n) 是 M 的 包含 p 的 一 个 坐标 系 , 则 了 在 书 中 可 
以 表示 为 C” 函 数 f(z!,-…,zx"). 坐标 为 (zT!,…, zx”) 的 一 点 在 和 N 
ee 
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上 必须 目 只 须 (x1，…,z") = 0. 由 假设 (df) ,天 0, 可 不 妨 设 
| EE ) 0, 于 是 由 隐 函 数 存 在 定理 , 必 有 p 的 邻 域 VCM, 存 在 
p 


QL 


C” 解 


ee gx! ,21), 
使 fx! g(r 1)) 二 0, 妈 有 
(Ba Br a Ee NTID. 
这 样 就 得 到 C” 微 分 同 凸 
h: W—N 人 NN V, 
使 
【交工 FL 下) 
其 中 本 是 R 的 一 个 开 集 ,如 此 就 给 出 NN 的 一 个 n 一 1 维 C” 坐 
标 集 ,使 N 成 为 M 的 一 个 n 一 1 维 子 流 形 . 
一 个 4 维 微 分 流 形 的 x 一 1 维 子 流 形 通 党 也 称 为 趟 曲面 . 
一 般 的 , 设 广 ,…, 天 是 MM 上 的 7 个 C” 实 值 函 数 ， 
N= Ip€E MIf(p)=0,s = 1,..%,r|, 
且 d 记 ,…,d 在 N 的 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 , 则 类 似 以 上 的 讨 
论 ,可 给 NN 一 个 微分 结构 ,使 NN 成 为 n 一 + 维 的 子 流 形 . 
设 (f 了 ,和 NN) 是 m 维 微分 流 形 M 的 一 个 2 维 子 流 形 , 记 是 N 上 
的 任意 一 点 ,VV :wj(a=1,… ,nn) 是 NN 上 包含 p 的 一 个 坐标 系 ， 
U(r ) (i=1,…,m) 是 M 上 包含 A(p) 的 一 个 坐标 系 , 并 不 妨 设 
入 VY)CU. 于 是 ,映射 下 就 可 以 通过 坐标 表示 为 
好 一 Ful ,a ), i = 1,"*, mm, (1.9.3) 
由 子 流 形 的 定义 ,(1.9.3) 的 Jacobi 矩 手 


杂 主 
全 一 下 
人 


的 秩 为 史 , 故 不 妨 设 在 疡 点 
CPN 
1 到 9 
. du ,ua") 
由 反 函 数 存在 定理 ,从 (1.9.3) 的 前 nz 个 等 式 在 p 点 近 旁 可 惟一 
站 本 站 


rr Oo ee ee ee ee ee ee ee ee 
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地 解 出 
Wu” = W(X), = 1, 
于 是 ,在 子 流 形 的 N 点 近 索 ,就 可 以 将 {x*) (ea 二 1,… ,nj) 选 作 坐 
标 , 这 时 , 子 流 形 N 就 可 以 局 部 地 表示 为 、 
1 = (rl), a= ntl,,m, 

进一步 ,全 

a 人 a= 1,",n. 

y= x rl) ge=n+1l,,m. 

显然 ,这 是 一 个 允许 的 坐标 变换 ,经 此 坐标 变换 ,在 {y)(i=1,…， 
n) 坐标 系 中 , 子 流 形 N 可 局 部 地 表示 鸭 方 程 

=0, a=ntl1,"*,X, 
Bf yl y= yyy ,0,0). 

设 (f,N) 是 M 的 子 流 形 , 了 CN ) 作 为 M 的 子 集 有 它 的 话 导 
拓扑 , 须 注 意 ,这 个 诱导 扩 盾 与 N 原 有 的 拓扑 未 必 一 致 .例如 , 平 
面 上 一 条 自 相交 的 曲线 . 

定义 1.9.2 设 f(N) 是 陆 的 一 个 于 流 形 ,是 f; 六 一 大 六) 
(CM) 为 同 凸 , 则 称 (w, NN) 为 M 的 正则 子 流 形 , 或 称 了 是 N 在 
MM 的 一 个 正则 收入 . 

由 定义 ,对 正则 子 流 形 (f,N), 了 (N) 在 M 中 的 诱导 拓扑 与 
N 原 有 的 拓扑 一 致 . 

髓 大 子 流 形 未 必 是 正则 子 流 形 . 

例 1.9.4 环 面 77= 了 IX 了 可 以 看 作 是 平面 R* 上 一 个 单 
位 正方 形 将 两 组 对 边 分 别 粘 合 起 来 而 成 的 二 维 流 形 , 它 的 点 可 以 
用 (zz,y) 表 示 , 其 中 xz 和 vw 都 是 mod 1 的 实数 . 设 

vp: RT 
使 
人 人) = (tmod 1, atmod 1), 
其 中 & 为 一 无 理 数 ,这 就 得 到 环 面 六 上 的 一 条 曲线 . 直观 上 ,将 
了 看 成 是 由 平 而 上 移 正方 块 覆盖 面 成 时 , p (i) 就 是 直线 y= az 
在 环 面 上 所 形成 的 曲线 .显然 ,(q, 民 ) 是 T2 的 一 个 散人 于 流 形 ， 
中 ba 和 
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但 不 是 正则 子 流 形 ,因为 p(R) 在 T? 中 稠密 的 . 

以 下 讨论 向 量 场 的 积分 曲线 . 

设 久 是 mm 维 微分 流 形 M 上 的 一 个 C ”向量 场 , 流 形 M 上 的 
一 点 g 称 为 向 量 场 X 的 正常 点 ,如 果 X 在 g 的 信 X, 是 非 零 的 , 否 
则 就 称 为 育 点 .显然 ,如 果 一 点 是 正常 的 , 则 它 的 附近 的 点 都 是 正 
常 的 .由 于 以 下 讨论 的 范围 都 在 正常 点 近 旁 , 故 不 妨 假设 XX 在 每 
一 点 都 是 正常 的 ,或 简称 X 是 正常 的 . 

定义 1.9.3 微分 流 形 M 上 的 一 条 曲线 

TIT: R— MM 
称 为 向 量 场 X(€E VCM)) 的 积分 曲线 ,如 果 在 曲线 上 任 一 点 的 
切 向 量 就 是 久 在 点 z 的 值 . 

设 :Cz (i 二 1,…,mm) 是 M 的 一 个 坐标 系 , 则 一 条 曲线 可 

以 用 坐标 表示 为 
T= x(t), ftER,i=1,.…,m. 


这 上 时 ,向量 场 其 可 以 表示 为 
二 


Dr" 
其 中 XX 是 C” 函 数 (zl,…, x”)(i 二 1,…,m). 于 是 ,曲线 xi= 
XE)(i=1,-…,m) 是 向 量 场 义 的 积分 曲线 必须 目 只 须 


dy 
( 芭 )= 年， 
即 
Ee 三 Rizr, ,re™ ), i 二 1 ,nr. (1.9.4) 
因此 , 求 向 量 场 六 的 积分 曲线 的 问题 就 归结 为 求解 请 微分 方程 组 
{1.9.4). 由 党 微分 方 惟 的 存在 惟一 性 定理 ,对 任意 给 定 的 初始 值 
(zx)EU:(i=1,-… ,1m), 在 (xz) 近 旁 有 (1.9.4) 的 惟一 的 解 
x = xi(t), i = 1 , (1.9.5) 
使 zh = z(to), 这 就 是 说 ,给 定 流 形 上 的 任意 一 点 ,在 这 一 点 近 
旁 ,经 过 这 一 点 的 积分 曲线 惟一 存在 . 
和 看 了 四 
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因为 X 是 非 零 的 ,不 妨 设 民 关 0 , 即 
dz! 
dr 0. 


调 由 反 玛 数 存在 定理 ,(1.9.5) 中 的 方程 xz! = zx (1) 的 反哺 数 1 = 
zz 存在 .于 是 积分 曲线 可 取 x! 为 它 的 参数 , 即 可 表示 为 
X= g(x), a 一 2 :722， 

并 且 

dr _ xX 

dzl Xl' 
于 是 , 若 在 坐标 域 U 中 取 定 超 曲 而 x' =0, 经 过 x =0 上 任意 一 
点 (0, 世 ,…,v”) 有 惟一 的 一 条 积分 曲线 

x = left a=2,,m, {1.9.6) 


使 
= op (00 0 a=2,,m, (1.9.7) 
命 
Tx! = vl, 
1 Xx" 一 pf oo (1.9.8) 
由 (1.9.7), 当 zl=0 时 ,(1.9.8) 的 尊 数 行列 式 
1 0 … 0 
3fzi a me] 其 1 0 Ee" 
a(vol ye 0) | : ;| 
此 0 .… 1 


故 在 x!=0 近 旁 ,可 经 变换 (1.9.8) 使 (vw) (i= 1,…,m) 为 新 的 坐 
标 .在 坐标 系 (w) 中 ， 
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副 
X= X= 
这 就 说 明 ,者 在 流 形 上 任意 给 定 一 个 向 量 场 饼 , 则 在 任 一 正常 点 
近 旁 ,总 可 以 经 过 适当 的 坐标 变换 使 X 属于 自然 标 架 场 , 即 为 某 
一 族 坐 标 曲 线 的 切 向 量 . 
以 上 过 程 可 以 进一步 解释 如 下 ,由 (I1.9.7)} 和 (1.9.8) 的 第 二 
式 , 当 zx!1=0 时 
: D(x, ) ee 
有 
于 是 ,在 x!=0 近 送 , 由 
了 一 p(x ), 二 2， 
惟一 确定 其 及 函 数 
w= Fr 二 了 
当 取 定 超 曲面 x! =0 上 和 任意 一 点 , 即 ze 为 取 定 的 任意 常数 Ce 
(a =2,…,m) 时 , 则 确定 向 量 场 X 过 该 点 的 惟一 的 积分 曲线 , 它 
被 表示 为 
Fr{rl, re x)=, a=2,0 更 (1.9.9) 
点 (zi ) 在 积分 曲线 上 必须 旦 只 须 (z) 满 足 (1.9.9)， 
坐标 变换 (t+.93,.8) 则 又 可 表示 为 
Ti = zl, 
1 = F(xl,, x), w= 1,,m. 0 
显 热 ,在 坐标 系 (wn) (i=1,…,zm) 中 ,积分 曲线 就 可 以 表示 为 
w= = 2, ,mm. 
其 中 Ce 为 任意 常数 ,自然 ,积分 曲线 即 ml 曲线 的 切 商量 XX 的 方 
向 与 7 相同 . 
自然 会 问 , 若 在 微分 流 形 上 给 定 + 个 向 量 场 基 !,… ,XX, ,并 概 
定 它们 在 每 一 点 都 是 独立 的 ,是 否 存 在 > 维 的 子 流 形 其 在 每 一 点 
切 空间 就 是 XI;，…X, 在 该 点 所 张 的 空间 ? 以 上 讨论 的 就 是 >=1 
. 69 . 
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的 情形 . 当 >>T 时 就 比较 复杂 ,将 在 下 一 节 中 讨论 . 
$ 40 Frobenius 定理 


设 M 是 n++r 维 的 微分 流 形 . 

定义 1.10.1 工 称 为 M 的 一 个 r 维 平面 场 ,如 果 它 在 每 一 点 
,都 决定 My 的 一 个 > 维 的 子 空间 工 ,. 

工 称 为 C 的, 如果 对 M 的 每 一 点 p, 都 有 pp 的 邻 域 DT, 以 及 
U 上 的 r 个 C” 向 量 场 六 !,…, 名, ,在 U 中 的 每 一 点 g, 它 们 都 构 
成 工 , 的 一 组 基 . 并 称 处 !,… ,XX, 为 L 在 U 中 的 一 个 局 部 基 . 

以 下 均 假 设 所 讨论 的 平面 场 是 C” 的 . 

问 量 场 苹 称 为 属 子 工 的 ,并 记 作 下 E 工 ,如 果 对 M 中 任 一 点 
Pp, 均 有 XX,EL,. 

定义 1.10.2 平面 场 工 称 为 对 合 的 ,如 果 对 任意 的 属于 工 
的 向 量 场 站 和 YY, 均 有 |[ 芒 ,Y EL. 

定义 1.10.3 JM 的 一 个 子 流 形 

f:vV-M 
称 为 > 维 平面 场 上 的 一 个 积分 流 形 , 如 果 对 Y 的 任 一 点 pp, 均 有 
Fs Vg 
由 于 f; 在 每 一 点 都 是 不 退化 的 ,VV 一定 是 r 维 的 流 形 . 

对 给 定 的 平面 场 ,积分 流 形 是 否 存 在 、 惟 一 ? 这 就 是 本 节 所 要 
讨论 的 问题 .由 于 内 讨 论 局 部 的 性 质 , 故 不 妨 假 设 所 讨论 的 范围 是 
M 上 的 一 个 坐标 域 . 

设 U;(zi)(i=1,,n 十 7) 是 M 的 一 个 坐标 系 ,向 量 场 
Xi 是 平面 场 世 在 LU 上 的 一 个 局 部 基 , 并 不 妨 设 在 LU 
上 取向 量 场 站) ,…,XX, 使 和 1 在 可 上 的 每 
一 点 都 构成 M 在 该 点 的 切 空间 的 一 组 基 , 并 旦 ,由 它 在 每 一 点 的 
对 侦 基 就 得 到 上 上 的 n+r 个 处 处 线性 无 关 的 一 次 微分 式 w!1,…， 
can at+i oa+r 人 司 


= TO" 
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w(KX) = ii=1,,nt+r. 
显然 ,U 上 的 一 个 向 量 场 XE€ 工 必须 且 只 须 
wa{tX)=0, =1,..,n. 
由 积分 流 形 的 定义 ,一 个 > 维 子 流 形 
fF: VU 
是 工 的 积分 流 形 ,必须 且 只 须 对 VY 上 的 在 一 点 pp 和 任意 的 切 向 
量 XE Vi,, 均 有 
fxXELnAn, PEYV. 
由 上 面 的 讨论 ,其 充分 必要 条 件 是 
wp (fs XR) =0, a= 1,.…,n, 
即 
(fw ) (XNX) =0, a=1,.…,n. 
对 任意 的 户 E V 和 XE V, 成 立 ,也 就 是 
fF w=0, cae=1,",n, 
在 V 上 成 立 , 即 f° wr(a==1,…,n) 是 V 上 的 零 微分 式 .于 是 , 求 
L 的 积分 流 形 的 问题 就 归结 为 求解 方程 


te 二 E 立 一 Lr 


为 了 独 述 方便 并 以 免 一 一 声明 ,在 本 节 中 特 对 指标 的 取 值 范 
围 做 如 下 约定 :i,j ,R=1,n+triosB,7Y=1, ,nss,t=#+ 
二 ,并 十 于 

设 wr(e 一 1,…,n) 是 MM 上 的 nn 个 C” 的 一 次 微分 式 , 方 程 组 

oa 二 个， a= 1,.…,n {1.10.1) 

称 为 一 阶 全 微分 方程 组 或 Pfaff 方程 组 . M 上 的 一 点 p 称 为 
(1.10.1) 的 正常 点 ,如 果 wl,…, wr 在 pp 点 是 独立 的 .显然 ,在 正 
常 点 附近 都 是 正常 点 ， 

由 于 所 讨论 的 问题 都 是 局 部 的 ,我 们 常 很 设 在 所 讨论 的 范围 
内 的 每 一 点 都 是 方程 的 正常 点 . 

定 久 1.10.4 M 的 子 流 形 

Tx: Vr Mt 
本 71 Eh 
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称 为 Pfa 生 方程 组 (1.10.1) 的 积分 流 形 ,如果 


类 ,是 一 


I ， 二 1, 
于 是 , 求 平面 场 工 的 积分 流 形 就 归结 为 求 Pfaff 方程 组 
(1.10.1 的 > 维 即 最 高 维 的 积分 流 形 . 
定 福 1.10.5 Pfaff 方程 组 (1.10.1) 称 为 完全 可 积 的 ,如 果 经 
过 M 的 每 一 点 都 有 它 的 最 高 维 积 分 流 形 . 
干 面 讨论 Pfaff 方程 组 人 (1.10.1) 完 全 可 积 的 条 件 , 并 假设 所 讨 
论 的 范围 为 M 的 一 个 坐标 域 . 
设 DrzDG=1 at+r) 是 M 的 一 个 坐标 系 , 则 微分 形 
式 or(e 二 1,… ,nn) 在 UU 中 就 可 以 表示 为 
wr = adri, a= 1,,n. 
其 af 是 xz1,…,z”' 的 C™” 函 数 , 于 是 Pfaff 方程 组 (1.10.1) 就 表 
为 
Gd 三 和， a 二 =, (1.10.2) 
因此 , 求 (1.,10.1) 的 r 维 积分 流 形 就 是 要 求 适合 方程 {1.10,2) 的 
解 
T= CT tr 二 0.3) 
所 其 Jacobi 答 阵 的 秩 在 每 一 点 Cw 1-…,w*'") 均 为 7. 因为 wr 
(a=1,…,n) 在 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 ,不 妨 设 
det(ag jnxn EO, 
则 由 方程 (1.10.2)， 
asdirh + asdx’ =0, a=1,…,n, 
苑 
abgd2 = — ardx’, 
可 将 dx5{8=1,…,nn) 表 示 为 dos 一 2+T1 22t+r) 的 线性 组 
合 ,假设 积分 流 形 是 r 维 的 . 故 dz: 在 积分 流 形 上 每 一 点 都 是 独立 
的 ,于 是 ,在 积分 流 形 上 每 一 点 ， 


;| zt ee Tt 
天 个， 
da{ wtl, ee WT") 


故 可 不 妨 设 在 V 上 取 (z"",…,z"*") 为 它 的 坐标 ,积分 流 形 则 
。 IT2 。 
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表示 为 
Te = ef TtL arr = 工 .7 
好 
rz: V—U, 
使 


(CT, 《tt 
为 Pfaf 方程 组 (1.10.2) 的 > 维 积 流 形 , 即 有 
Xa 二 DD, a = 1,,n, (1.10.4) 
并 由 此 得 到 
diz ac) = 了 (dw) =0, oa= 1,.…,n. (1.10.5) 
因为 
wr = adxf + asdr’, a = 1,,n 
中 det(a$) 取 0, 所 以 dx*(B8 二 1,…,n) 可 以 用 wr ,dx (a =1,…， 
?5 一 只 十 7 二 7 线性 表 出 .因此 dwr(e =1,…,) 必 司 表 示 
为 
dear = wi A w+ esrdz: A dx, a = 1,.…,n. 
(1.10.6) 
其 中 距 为 一 次 微分 式 , 且 
[2 十 2 人， 二 
由 (1.10.4) 和 (1.10.5)， 
xX" 《cd 大半 一 Car (dr Adri)=0, a=1,.…,n. 
(1.10.7) 
因为 dr'(s 二 n+1,…,n +7) 在 每 一 点 是 独立 的 ,z ,在 每 一 点 不 
退化 ,于 是 zz "(dr Adr)(s< 芝 fst 二 nn 十 1,…,n++) 在 积分 流 
形 上 每 一 点 独立 ,所 以 
Ta 一 和， 人 二 二 
即 在 积分 流 形 上 每 一 点 
C= 0, a= 1 ,ny sft= 二 ln+r. 
若 Pfaff 方程 组 是 完全 可 积 的 , 则 过 UU 上 每 一 点 部 有 + 维 积分 流 
和 73 
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形 ,因此 ,在 U 上 每 一 点 


C=0, ae=1, ,nysst = nt+l1,…,n+r, 
并 从 而 得 到 
do = ws A wi, a= 1,n. (1.10.8) 
或 表示 为 


dw = Omode ly ), a=1, ,nn. (1.10.9) 
这 就 得 到 Pfaff 方程 组 完全 可 积 的 一 个 必要 条 件 , 称 为 Frobenius 
条 忻 ,或 简称 为 条 性 .反之 ,还 可 以 证 骨 这 个 条 件 是 充分 的 , 即 
车 方程 组 {1,10.1) 满 足下 条 件 , 则 此 方程 组 是 完全 可 积 的 ,这 就 
是 Frobenius 定理 . 
定理 1.10.1 若 Pfaff 方程 给 


和 (1.10.10) 
满足 下 条 件 , 妈 存在 一 次 微分 式 m8(a ,8 二 1,…,n) 使 
das = a A we, a= 1,%,n, {1.10.11) 


则 此 Pfaff 方程 组 完全 可 积 , 即 经 过 微分 流 形 Mf 的 每 一 正常 点 ,都 
有 惟一 的 r+ 维 积分 流 形 . 

证 明 上 先 证 明 惟 一 性 , 即 如 果 存 在 必 惟 一 ， 

设 Di:(zbtai=1 ,22+r) 是 AM 的 一 个 坐标 系 ,Pfaff 方程 
组 (1.10.10) 表 示 为 


agdz + ardx’ = 0, (1.10.12) 
且 行 列 式 det( 489) 隆 0, 经 过 点 (zx0)E DU 的 7 维 积分 流 形 
YY 


可 表示 为 
x 一 Yetl ytr a ,nn. {£1.10.13) 
即 (1.10.13) 满 足 方程 (1.10.12), 且 
ai 
显然 , (zx) (ys = 二 n+1,…,n+7) 可 以 团 作 是 VY 上 的 坐标 ,现在 证 
明 这 个 解 是 惟一 的 , 即 对 VY 上 的 任 一 点 (zx), 对 应 在 r 维 积分 流 
形 上 的 点 
间 74 m 
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(xz) = (x (xr), x) 
是 惟一 确定 的 . 
设 (x1) 是 VY 中 的 任 一 点 . 
2 一 At DSS ss=n+l,"n+r, 
是 连接 (zt 和 (zi 的 一 条 曲线 , 即 
{x0) = Cx (0)), (zi) =《22(1))， 
此 曲线 在 积分 流 形 上 相应 的 曲线 
(zi(2)) = (x (x (72), x(t))) 
必 满 足 方程 
(et) E+) = 0, 


其 中 z(t) 和 旦 5 所 为 已 知 , 且 det(o8) 天 0, 故 可 表示 为 形 为 


Es Ws), 已 一 天， 


的 常 微 分 方程 组 . 由 常 微分 方程 组 解 的 存在 惟一 性 定理 ,其 解 
X(t)(o=1,…,nn) 由 初始 值 惟一 确定 .所 以 , (0 = (x*(x1)， 
1) 惟 一 确定 .惟一 性 得 证 . 

存在 性 . 只 须 证 明 ,对 任意 给 定 的 一 点 Mo(x0) = (x6, X86) EE 
U, 都 有 满足 方程 (1.10.12) 的 解 


2 = et) a 1, n, 
合 于 初始 条 件 葡 = (776). 设 Mi(x1) 是 VV 中 的 任意 一 点 ， 
TX’'= x (ti), 0 ,s =n+1,… ,nt+r, {1.10.14) 


是 Y 中 连接 Mo 和 Mi 的 一 条 曲线 , 即 
(三 )》 = (2 人 0))， (x1) = (x'(1)), 
将 (1.10.147 代 人 方程 (1.10.2) , 则 都 到 常 微分 方程 组 
aze(D) 坚 Tale 到 =0. 
对 此 方程 ,过 (xz)) 有 惟一 的 积分 曲线 .这 就 是 将 方程 (1.10.12) 沿 
VY 中 起 自 iMo 的 任 一 条 路 线 进行 积分 ,并 由 此 得 到 MI 在 UU 中 的 
J5 。 
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对 应 点 (x1). 回 题 是 着 河 由 Mo 到 Mi 不 同 路 线 进行 积分 ,其 端点 
是 否 相同 .者 端点 都 与 积分 的 线路 无 关 , 则 由 此 对 应 关系 得 到 
2 a= 
就 是 合 要 求 的 > 维 积分 流 形 . 因此 ,问题 就 归结 为 证 明 上 述 积 分 
曲线 的 端点 不 依赖 于 连接 Mo 和 MM 的 曲线 . 

设 

r= A, ORtEl,s = ni N+ 

是 U 中 连接 Mo 和 Mi 的 一 个 可 微 的 曲线 族 ,1 为 族 中 的 参数 ,并 
假设 ， 

TO = Th rl,A) = ri, s= Rt+1, n+r. 
于 是 ,对 族 中 的 每 一 条 曲线 ,都 对 应 有 存在 U 中 的 惟一 的 积分 曲 
线 使 x':(0,4)== x5, 即 它们 有 相间 的 起 点 .现在 证 明 , 这 些 积分 曲 
线 的 端点 (x'(1,4)) 也 是 相同 的 , 却 它们 与 4 无 关 . 这 只 须 证 明 


EE(zi(1,4)) =0. 


因为 Pfaff 方程 组 (1 ,10.1) 满 足下 条件 : 
qar = ogg 太 oF, a= 1,",n, 


现 考虑 此 式 左右 两 端 在 [元 , 江 ) 的 值 . 由 关于 外 微分 的 公式 
(1.6.3), 并 注意 到 | 于, 污 =0, 


A 


(1.10.15) 


中 人 of[ 充 : 玫 )= 六 (加 训导 (六 一品 ( 冯 (6)) 
(1.10.16) 
叉 因 为 ,对 任意 圈定 的 ,Cx'(t ,4)), 都 是 积分 曲线 , 即 


| 


。 了 6 :+ 
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比较 (1.10.15) 和 (1.10.， 16) 就 得 到 ur( 污 + 应 满足 的 方程 


让 (六 有 = 地 玉 y (总 )， = 
这 是 一 个 一 阶 齐 次 线性 的 常 微 分 方程 组 , 它 有 一 个 显然 的 合 解 ,而 
当 t= 人 0 时 ， 


“(| ea 人 ( 坊 儿 。 
= dz 六 (zi(0,4)) =0, a = 1,.…,n. 
由 解 的 惟一 性 , 必 有 


“(总 )=0 a 一 1 ,nn 
特制 ， 
EA 


= a (1,A)) =0, a = 1,..…,n. 
又 因为 det(a5) 取 0, 所 以 
泊 (z1,4)) = 0, B= be 
即 积分 曲线 的 终点 与 族 中 曲线 无 关 , 定 再 证 毕 . 
特别 , 若 取 初 始点 为 子 流 形 z:=0(s=n+1,-…,n +x) 上任 
意 一 点 , 即 (v,…, wr ,0,…,0), 其 中 Dl, or 为 任意 的 值 , 则 得 


到 Pfaff 方程 组 人 1.10.12) 的 解 
2 一 211 (1.10.17) 


使 

= fc ,0), {1.10.18) 
所 以 ,在 子 流 形 x'=0(s = ++1,…,n +7) 的 近 旁 ,由 (1,10.17) 
可 解 得 


= Fr, rel, rr, a=1,"*,n. (1.10,19) 


Gv 取 年 人 性 意 常数 CCa=1,… ,nn) 时 ,(1.10.19) 即 
是 77 站 


Ta dn ee a 
一 一 一- 
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F(z rT) = CC, a=1,,n 
就 决定 方程 组 (1.10.12) 的 一 个 + 维 积分 流 形 ,这 种 在 任 一 个 积 
分 流 形 上 取 值 都 是 常数 的 隔 数 称 为 方程 的 首次 积分 ,r 维 积分 流 
形 就 又 可 以 通过 上 述 n 个 独立 首次 积分 表示 . 由 (1.10.17) 和 和 
{1.10.19), 可 得 到 变换 
三 x yl eT), a = 1,.…,n 
Es Ss=n+1l, ,nt+r 
或 
{人 EE 
vy ss 二 +1, n+r. 
显然 ,这 是 一 个 允许 的 坐标 变换 ,在 坐标 系 14yY ) 中 ,r 维 积分 流 形 
的 方程 就 是 
Y=C0C, a= 1,,n, 
其 中 CC 为 任意 常数 .于 是 ,这 些 积分 流 形 的 切 空间 所 构成 的 平面 
饭 就 有 一 个 局 部 基 :3 1,…,3 
现在 回 到 平面 场 的 积分 流 形 ,前 面 已 将 求 以 向 量 场 X41,…， 
Xn.+r 为 局 部 基 的 平面 场 的 积分 流 形 的 问题 归结 为 求 Pfaff 方程 组 
a 二, = 1,.,n 
的 最 高 维 积分 流 形 的 问题 . 它 的 Frobenius 条 件 
de = op A ap， r= 1,%,n 
就 可 表示 为 
dar (XX)=0, a= 1,",n. 
对 任意 的 六 ,总 (st = 二 nt+1…,n 十 成立 ,也 就 是 
wr ([ XK) = 0, a= l,mnisft = n+1l, ,nt+r. 
此 条 忻 成 立 必须 生 愉 贫 
[XK]IEL, st=ant+l,,nt+r. 
即 平面 场 是 对 合 的 .于 是 就 得 到 下 列 定 理 . 
定理 1.10.2 一 个 C ”的 平面 场 经 过 任意 一 点 都 有 惟一 的 积 
分 流 形 必须 且 只 颁 这 个 平面 场 是 对 合 的 . 
了 
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进一步 可 得 于 列 定理 ， 

定理 1.10.3 在 一 个 对 合 的 + 维 C” 平 面 场 的 正常 点 近 旁 ， 

三 3 3 
部 可 以 选取 坐标 系 (y)(i=1,…,n + 7) ,使 了 p71，… ,5757 构成 
这 个 平面 场 的 局 部 基 . 

由 以 上 讨论 , 伐 到 这 一 点 的 关键 是 找 出 Pfaff 方程 组 的 x 个 
独立 的 首次 积分 所 (a =1,…,n), 方 程 所 = (CY 各 表示 流 形 中 的 
一 族 超 曲 面 , 上 述 坐 标 变换 就 是 将 这 n 族 超 面 先 作 坐标 曲面 . 

由 本 章 中 定理 1.2.6,F 条 忻 也 可 以 表示 为 

der Aw A Aw =0, a= 1,.,n. 
对 向 量 场 ,r =1, 这 时 ,下 条件 恒 成 立 . 故 一 维 积分 流 形 即 积分 曲 
线 总 存在 . 
例 1.10.1 在 民 i:(zr,yyz) 中 ,给 定 
w= Pdzr + Qdy + Rdz, 
其 中 P,Q 和 尺 是 (x ,y,z) 的 可 微 函 数 , 则 


do = 全 -jaz A dy 十 全 区 )az A dx 


dr dy Dr Tax 
aR 9 
十 人 六 dz, 
dw Aw = 人 0, 
即 为 
aQ ap ,1ap_aR 1aR 3aQ\p - 
(5 oy 全 3 9 ( de = 0. 
例 1.10.2 在 尺 ":(z) 中 ,给 定 
地 一 Cd ， 


其 中 a; 沟 (z1,…, zx”) 的 可 微 函 数 , 则 
ee dr A dzi. 
于 是 ,方程 w= 的 下 条件 
dow A w = 0, 
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即 为 
aaj ，， 
Rd A dx Ad 这 一 站 
下 

或 


(天 -秀和 + [5-9 :+ (js =0， 
3xi 9 dr gx dr 9ri 
i,j,k = 1 n. 


例 1,.10.3 给 定 慷 微分 方程 组 


2 = (ze 1 = 1,*"*,n. (1.10.20) 


其 中 A; 是 (zx! ,…' ,x") 的 可 微 卫 数 . 令 
w = df ~ Adz', 
则 方程 组 (1.10.20) 等 价 于 方程 
ww 二 从 . 

其 正和 条件 dwAwm=0 即 为 
aA _ 34 
dr zr: 

事实 上 ,这 一 条 件 反 映 了 方程 组 (1.10) 中 的 解 f(x!,…,z") 的 怕 

导数 的 交换 性 , 即 

Oe 
日 ‘dx dx (dr 
例 1.10.4 设 i,7?=1,… ,nysa,B=1,.…,k， 
wr = dy -atlrl yr ys Pdr, a = 1,.*,k. 
则 由 


i,j = l,i. 


, dad , , dar . 
dw:=— dar 人 dz de A de — Fd A de 
dar das 9a 有 
一 工 一 一 8 1 Tt E 
(8+ A dei ~ ep A dz 


得 到 =0(e=1 22) 的 下 条 件 
Qa? af 站 da da 
dr pS ari oF 
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$11 微分 形式 的 积分 


要 在 微分 流 形 上 定义 积分 ,最 大 的 困难 是 由 局 部 到 整体 . 微分 
流 形 是 欧 氏 空间 的 粘 合 ,在 局 部 定义 积分 自然 不 成 问题 ,问题 是 如 
何 将 在 整体 的 积分 局 部 化 .以 下 采取 的 办 法 是 利用 单位 分 解 定理 ， 
即 通 过 分 解 工 来 分 解 微 分 流 形 , 从 而 使 微分 形式 的 积分 局 部 化 ， 

考虑 积分 就 有 一 个 收 合 的 问题 ,自然 希望 被 积 函 数 仅 在 一 个 
紧 致 子 集 上 不 为 零 . 

设 虹 是 mm 维 微分 流 形 . 

定义 1.11.1 设 FM- 有 是 M 上 的 实 函 数 ,出 f 取 非 零 值 
的 点 集 的 闭 包 称 为 困 数 了 的 支 集 , 记 作 suppf, 妈 

suppf = {p E M1 flp)A0). 
若 g 是 外 微分 形式 , 则 gp 的 支 集 是 

suppp = {Pp E M1 gt(p) oO. 
为 证 明 单 位 分 解 定理 ,需要 下 列 两 个 引 理 .其 一 是 本 章 $6 的 引 理 
1.6.2, 并 重 述 如 下 . 

引 理 1.11.1 设 C 是 微分 流 形 M 的 一 个 紧 致 子 集 , V_ 是 包 
会 C 的 一 个 开 子 集 , 则 存在 M 上 的 C” 郴 数 jy, 其 值 在 0 和 1 之 
间 , 并 且 在 C 上 的 值 为 1, 在 六 外 的 值 0. 

其 次 ,还 需要 下 而 的 一 个 拓扑 学 的 定理 以 及 有 关 的 概念 . 

定义 .11.2 拓扑 空间 XX 的 一 个 开 覆 盖 iU| 称 为 局 部 有 限 
的 ,如 果 羡 的 任 一 紧 致 子 集 只 与 有 限 个 UU, 相交 . 

下 而 叙述 有 关 的 拓扑 学 的 定理 而 不 加 证 明 . 

引 理 1.11.2 设 X 局 部 紧 致 的 拓扑 空间 , 量 满足 第 二 可 数 公 
理 ,K 是 X 的 基 , 则 存在 上 K 中 子 集 组 成 的 覆盖 ,适合 局 部 有 限 的 
条 件 . 

由 于 微分 流 形 是 局 部 欧 氏 的 ,当然 是 局 部 紧 致 的 ,是 都 假设 满 
足 第 二 可 数 公 理 , 即 部 满足 引 理 1.11.2 的 条 件 , 因 此 ,对 微分 流 形 
M 上 的 任 一 组 基 皮 ,存在 K 的 子 集 ,构成 适合 局 部 有 限 条 件 的 覆 

本 S81 ww 


A hp 
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盖 . 

定理 1.31.1 (单位 分 解 定理 ) 设 iU.} 是 微分 流 形 M 的 一 
个 开 覆 盖 , 则 存在 M 上 的 一 族 C” 函 数 jg | ,适合 

1, 对 每 一 个 = ， 

0 go 安 1， 

且 suppgo 为 包含 于 某 一 U 之 中 的 紧 致 子 集 . 

2. 对 M 上 的 每 一 点 户 , 必 有 的 邻 城 口 , 它 只 与 有 限 个 支 集 
suppgs 相交 ， 

3. Dg, = 1. 
(由 于 条 件 2, 对 任意 一 点 志 E M, 和 式 中 只 有 限 项 不 为 0, 求 和 有 
意义 .) 

隙 数 族 |g。| 称 为 从 属于 开 和 覆盖 | U,| 的 单位 分 解 . 

证 明 设 仇 是 JM 中 的 开 集 ,县 丈 紧 致 并 包 售 于 某 一 UU 之 
中 ,MM 中 全 体 这 样 的 开 集 煞 构 成 M 的 一 维基 . 由 引 理 1.11.2, 必 
有 由 其 子 集 组 成 的 M 一 组 局 部 有 限 的 开 和 覆盖 { W! .进一步 还 可 
将 W。 适当 缩小 成 V ,使 VC 己 W,, 且 1V,} 仍 构成 M 的 一 个 开 覆 
盖 . 由 引 理 1.11.1, 存 在 M 上 的 C” 丽 数 

h.: M->R, 

0 入 二 1, 旧 用 | V,=1,h|iM -WW =0. 因为 ,对 M 中 的 每 一 点 
户 ;者 有 户 的 邻 域 U, 使 U 紧 致 , 则 它 只 与 克 . 中 的 有 限 个 相交 , 即 
hh 中 只 有 有 限 个 在 U 上 不 为 零 .所 以 3\h,。 有 意义 ,又 因为 MM 上 


的 任 一 点 p 必 属 于 某 一 V,, 即 有 (Pp)=1. 所 以 了 Yh (p) 这 1， 
邻 
Be = hf Bh,. 
这 是 定义 在 AM 上 的 一 族 C” 函数 ,并 且 ， 
1. suppg = supph。 为 紧 致 集 丈 。 中 的 闭 集 , 故 必 为 包 售 于 基 
一 UU 之 中 的 紧 致 子 集 . 
* 史 2 。 
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2. 对 M 上 上 的 芷 一 点 户 , 必 有 包含 记 的 邻 域 U, 它 只 与 有 限 个 
W, 相交 ,而 suppgo 入 Wi, 所 以 ,U 只 与 有 限 个 sappg。 相交 . 

3. Bes = Phef Dhe =1. 
因此 ,g。 即 合 于 所 求 , 即 fgo| 是 从 属于 开 覆 盖 | UU; | 的 单位 分 解 . 

为 定义 微分 流 形 上 的 积分 ,还 有 一 个 需要 说 明 的 问题 就 是 微 
分 流 形 的 定向 ,关于 微分 流 形 的 定向 ,已 经 在 $3 中 给 出 定义 ,下 
面 说 明 ,我 们 也 可 以 用 外 微分 形式 给 出 的 微分 流 形 的 定向 . 

定理 1,11.2 m 维 徽 分 流 形 M 是 可 定向 的 ,必须 且 只 须 在 
财 上 存在 一 个 连续 的 .处 处 不 为 堆 的 zr 次 外 往 分 形式 . 

证 明 必要 性 . 设 M 是 可 定向 的 ,| D :本人 =1……, 和 是 
M 的 一 个 局 部 有 限 的 坐标 覆盖 , 它 苔 出 M 的 一 个 定向 , 即 所 有 淮 
标 变 换 的 函数 行列 式 部 大 于 零 . 由 单位 分 解 定 理 , 必 有 从 属于 这 个 
坐标 覆盖 的 单位 分 解 1g,1, 其 中 suppg CC .于 是 

w= Dgdul A A dau” 


就 是 M 上 合 于 要 求 的 m 次 外 微分 形式 . 
充分 性 . 设 四 是 M 上 的 一 个 连续 的 ,处 处 不 为 零 的 和 ma 次 让 微 
分 形式 ,对 邮 上 在 一 点 户 ,; 必 有 包含 p 的 坐标 奈 UU: (wi), {i 二 
1,…,m), 在 其 中 w 可 表示 为 
w= Adul! A A du™, 
其 中 A(w,… ,wu") 之 0, 这 样 就 得 到 M 的 一 个 坐标 覆盖 1 . 设 
UU :Cui) 和 Us: {ww$) 是 这 个 覆盖 中 的 任意 两 个 坐标 系 , 则 在 
U.N Us 中 ， 
w= Adut A A dz 
= Asdud A A dug, 
其 中 A ,Ap 均 大 于 零 . 于 是 ,坐标 变换 的 酌 数 行列 式 AAs!>0， 
即 j Do| 答 出 M 的 一 个 定向 .所 以 ,2M 是 可 定向 的 . 
因此 ,我 们 也 可 以 用 一 个 连续 的 、 处 处 不 为 零 的 zm 次 外 微分 
形式 wm 给 出 可 定向 流 形 于 的 一 个 定 同 , 鼎 与 w 相差 一 个 正 因 子 
和 83 
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的 外 微分 形式 即 可 表示 一 定向 ,相差 一 个 负 因 子 的 则 表示 相反 的 
定 疝 , 设 DT:(i) 是 M 上 的 一 个 坐标 系 , 若 da "A… Adu” 与 w|U 
差 一 正 因 子 , 则 称 之 为 与 M 的 定向 相符 的 坐标 系 . 进一步 则 有 和 与 
M 的 定向 相符 的 坐标 覆盖 . 

下 面 来 定义 外 微分 形式 的 积分 . 

设 M 是 定向 的 mm 维 微分 流 形 ,g 是 M 上 的 mm 次 外 微分 形 
式 , 有 紧 致 的 支 集 ,| La 是 与 M 的 定向 相符 的 坐标 覆盖 ,1g。i 是 
从 属于 这 一 坐标 覆盖 的 单位 分 解 , 则 在 M 上 便 有 


9 = (2goj = 时 gop - (1.11,1) 
显然 ,suppgumCsuppg。 包含 于 某 一 坐标 域 吕 之 中 ,于 是 定义 
|g,p 三 |sw， (1.11.2) 
a 中 


其 右 端 理解 为 通常 的 Riemann 积分 , 即 如 果 goq 在 Ui 中 表示 为 
BaF 一 Flul,, wu™ du! A A du”. 
则 (1.11.2) 的 右 端 规 定 为 Riemann 积分 
je 和 ,WT dul du (1.11.3) 


变 说 明 上 述 定义 有 意义 的 ， 还 必须 证 明 (1.11.2) 的 右 端 与 坐标 系 
的 选取 无 关 . 设 suppgsoUi 人 Uj, 与 U; 和 Ui 相应 的 坐标 分 别 为 
(a*) 和 (她) .因为 坐标 种 盖 是 与 定向 相符 的 ,所 以 ,其 坐标 变换 函 
数 行列 式 即 Jacobi 行列 式 

3fmi 汪汪 vu™) 


J = > 0. 
日 
设 gq 在 U; 和 U 中 的 表示 式 分 别 为 
= fdul A A da 
= fdvl A A dw, 
则 有 
了 = = 广 1J1， {1.11.4) 


并 且 ,suppf= supp 太 =supp(gp)C 人 万: 根据 Riemann 积分 
站 4 
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的 变量 变换 公式 
| fF dvl:…dy” = | FT dt da 
UNU, UNG 
= | fdutl.idu”, 
any 
即 
jsp ge 
D i 
这 就 证 明了 上 述 定 义 与 坐标 的 选 到 无 关 . 


因为 q 的 支 集 sappp 是 紧 致 的 ,由 单位 分 解 定理 的 条 件 2， 
suppo 只 与 有 限 个 支 集 suppg。 相交 ,因此 ,(1.11.17 的 石 端 为 有 
限 项 的 和 . 命 


jy = 5 ep, {1.11.5) 
M4 =” 订 


对 于 每 一 个 从 属于 这 个 坐标 履 盖 的 单位 分 解 , 上 式 右 痹 是 完全 确 
定 的 ,下 面 证 明 它 与 单位 分 解 1g,1 的 选取 无 关 ， 
设 igs 1 从 属于 这 个 坐标 覆盖 的 男 一 个 单位 分 解 , 则 


5 |av9 a 5 Js'p 
p mM 8 a 
5 | Sarg 5 gp. 
es MM 2 MM 
这 就 证 明了 (1.11.5) 的 右 端 与 单位 分 解 的 选取 无 关 , 即 | 是 完全 


确定 的 . 
定义 1.11.3 设 M 是 m 维 的 定向 的 微分 流 形 ,p 是 M 上 有 
紧 致 支 集 的 mz 次 外 微分 形式 , 则 由 (1.11.5) 定 义 的 数值 | 称 为 
ht 
y 在 M 上 的 积分 . 
若 p,9l,g2 都 是 M 上 有 紧 致 支 集 的 m 次 外 微分 形式 ,C 是 
任意 实数 , 则 Pi + pz, Cp 也 是 有 紧 致 支 集 的 m 次 微分 形式 , 则 由 
二 六 与 四 


Om re oho oho 
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积分 的 定义 立即 可 知 
| + 92) = Jp + |p,, jc cjy. 
M M | M M 

因此 ，| 是 M 上 有 紧 臻 支 集 的 m 次 外 微分 形式 的 集合 上 的 线性 


鲍 数 . 
车 suppy 包含 于 某 一 坐标 域 U 内 ,gp 可 表 成 
p= ful,, wu™ dul A- A du”, 
则 je 正 是 Riemann 积分 


| 
Mf I 


可 见 , 现 在 所 定义 的 M 上 的 积分 确 是 普通 Riemann 积分 的 推广 . 
车 8 是 r( 达 mm) 次 的 外 微分 形式 , 且 有 紧 致 支 集 suppg; 则 可 
定义 p 在 M 的 + 维 子 流 形 上 的 积分 . 设 
hh: NM 
是 MM 的 r 维 的 搬入 子 流 形 , 则 衣 " pq 是 N 上 的 > 次 微分 形式 , 且 


有 紧 至 支 集 . 因此 , |h* 9 是 有 意义 的 ,我 们 则 将 它 定义 为 p 在 M 
的 子 流 形 4(N) 上 的 积分 , 即 


[Je 


RLNY 


$12 Stokes 定理 


Stokes 定理 给 出 了 一 个 区 域 上 的 积分 和 它 的 边界 上 的 积分 的 
联系 ,这 是 下 列 一 些 已 知 的 基本 公式 的 推广 . 

例 1.12.3 设 D=[a,5] 是 R' 上 的 闭 区 间 ,f 是 D 上 的 连 
续 可 微 函 数 , 则 有 了 微 积分 学 的 基本 公式 


[far = Fo) - fla). (4.12.1) 
Db 
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车 用 3D 记 DD 的 有 向 边界 151 一 1a1, 则 上 式 可 写成 
Jaf |#. (1.12.2) 
0 gD 
例 1.12.2 设 品 是 R?* 中 的 一 个 有 界 区 域 ,其 定向 与 R? 一 
致 ,3D 是 的 有 向 边界 ,其 定向 由 D 的 定向 所 诱导 , 即 3DD 的 正 


向 与 指向 区 域内 部 的 法 向 构成 与 R* 的 定向 一 致 的 标 架 ,PP 和 和 
是 DD 上 的 连续 可 微 函 数 , 则 有 Green 公式 


jeaz + GQdy = 中 本 过 jazay (1.12.3) 
dn D >» 


Dr 
令 
w 二 Pdx 十 Qdy, 
可 aP 
i ( 弹 - 守 )dz i 
(1.12.3) 可 写作 
| = la (1.12.4) 


例 1.12.3 设 门 是 R3 中 的 一 个 有 界 区 域 ， 其 定向 与 Ri 一 
致 ,3D 是 DD 的 有 向 边界 ,其 定 同 以 外 法 线 方向 为 正 向 诱导 ,PP、Q 
入 是 娓 上 的 连续 可 徽 函 数 , 则 有 Gauss 公式 


jPard- + Qdzdz + Rdzrdy 


3p ,3Q ,aR 
-| (3 + ay + 3 jdzdydz， {1.12.5) 


P= Pdy Adz+ Qdz Adr+ Rdr A dy, 
则 (1.12.5) 可 写作 


I = je (1.12.6) 


例 1.12.4 设 S 是 Rs 中 的 一 块 有 向 曲面 ,其 边界 5S 为 有 向 

闭 曲 线 ,而 且 35 的 正 向 与 S 的 正 向 法 向 量 符合 右手 法 则 (假定 R3 

以 右手 系 为 正定 向 ),P .外 和 玉 是 和 包 洛 S 在 内 的 一 个 区 域 上 的 连 
本 SB7 = 
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续 可 微 函 数 , 则 有 Stokes 公式 
ja + Qdy + Rdz 


aR 30Q ap _ aR 38 _ ap 
-| (器 -3 2 )ayde + (和 -二 jazaz+( 强 - 劳 jazay， 


{1.12.7) 
令 
w= Pdr + Qdy + Rdz, 
则 (1 ,12.7) 可 写作 
| 二 | (1.12.8) 


EE 


可 见 , 上 述 四 个 公式 用 外 微分 记 导 则 具有 统一 的 形式 .本 节 中 
要 给 出 的 Stokes 公式 则 是 上 述 公 式 在 微分 流 形 上 的 推广 .为 此 ， 
首先 要 阐明 定向 微分 流 形 上 的 一 个 区 域 的 定向 与 它 的 边界 的 定向 
之 间 的 关系 . 

设 M 是 mx 维 的 定 辐 微分 流 形 ,DD 是 M 上 的 一 个 带 边 区 域 ， 
则 口 自 然 有 与 M 一 致 的 定向 . 投 B 是 口 的 边界 点 的 集合 , 旭 对 
B 上 的 插 一 点 户 , 必 有 包含 p 的 与 定向 相符 的 举 标 票 :wi')(i 二 
1,…,m), 司 

UNMNMD= Ig€E UA"(gq) 完 0, (1.12.9) 
以 及 

UNB= aE€EUl ua) =0, (1.12.10) 
并 称 为 在 边界 点 p 的 适用 坐标 ,这 时 , (wl,…, wu” ) 就 给 出 理 在 
户 近 旁 的 一 个 坐标 么 ,并 从 而 得 到 B 的 一 个 上 坐标 覆盖 ,并 旦 ,由 

{— Trdil A A du” (1.12.11) 

给 出 了 边界 B 在 p 的 誉 标 域 UN 们 B 的 一 个 定向 .现在 证 明 , 如 此 
给 出 的 定向 是 彼此 相 容 的 , 设 V:{w') 是 努 一 个 与 M 的 定向 相 容 
的 坐标 票 , 且 U 们 V 门 B 短 放 , 则 有 


| .5 
A > 0 (1.12.12) 
(3 1) 
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设 w* 二 产 (l ,wu”), 则 对 任意 固定 的 ,…,w"m 1!, 变 量 到 
的 符号 与 zm 的 相同 ,并 且 , 当 u”" 三 人 0 时, wv” 二 0, 即 了 (人 
zz 1,0)=0, 于 是 ,在 边界 UN 站 VNB 上， 


do ER az 
uw = 0， 女 一 1 … ,zz 一 ]， Bum 


由 (1.12,12) 就 得 到 ,在 UNM VI 人 NB 上 
9(vwl ,wml1) 、0 
DR 

这 就 说 明 ,({ 一 1)"™duiA…Adu” -1 和 (一 1)2dztA…Adrm 1! 在 

UN VI 人 NB 上 给 出 的 定向 是 一 致 的 .于 是 ,由 (1.12.11) 给 出 了 BB 

的 一 个 定向 , 称 为 定向 流 形 M 在 B 上 的 诱导 定 问 ,并 将 具有 诱导 

定向 的 边界 B 记 作 3DD, 容易 验证 ,上 述 四 个 例子 中 3 和 35 的 定 

辐 恰 是 诱导 乍 辕 . 

定理 1.12.1(Stokes) 设 MM 是 mx 维 的 定 加 微分 流 形 ,也 是 
MM 中 的 带 边区 域 ,w 是 M 上 的 有 紧 致 支 集 的 mm 一 1 次 外 微分 形 
式 , 如 1 


之 了 ， 


la 一 |。. (1.12.13) 
Db aD 


车 3D= 放 , 则 规定 左边 的 积分 为 等. 

证 明 设 1Ui} 是 与 M 的 定 加 相符 的 局 部 有 限 的 一 个 坐标 履 
盖 , |g。| 是 从 属于 它 的 一 个 单位 分 解 ,因为 suppw 是 紧 致 的 , 它 只 
与 有 限 个 U; 相交 ,所 以 


w = go {1.12.14) 
为 有 限 和 ,并 从 而 有 | 
[a = 习 jaem)， | 二 习 |e 
因此 ,只 须 证 明 ,对 每 一 个 w, 均 有 | 
|atg) = [ge 
为 此 ,不 妨 假 设 suppw 包含 在 上 述 坐 标 李 盖 的 某 一 个 坐标 志 
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U:(w) 之 中 ,并 设 w 表示 为 
ft 二 Siadui A a Ne 人 du ， 


j=1 


《1.12.15) 
其 中 at =1,…,m) 是 UU 上 的 可 微 函 数 .这 时 


-i . 
dw = (> 3 du! A-Adu". (1.12.16) 
i=1 


以 下 分 两 种 情形 证 朋 . 
1. 车 UN 站 3D= 凶 ,由 于 suppwCU, 则 必 有 


| =0. 
an 
这 时 ,UU 或 者 包含 在 M -DD 内 ,或 者 包含 在 D 内 .对 于 前 者 ,自然 
有 |dw = 0. 对 于 后 者 , 则 有 
D 


下 a1(S)— ai(Q) = 0, 


其 中 S 和 Q 为 3U 上 的 点 ,于 是 也 有 ju = 0. 这 也 就 证 明了 


[els 


2. 车 口 门 3DD 关 2， 不 妨 设 U 是 与 M 的 定向 相符 的 适用 举 
标 , 即 有 
UND= {aoEU|w(g)>0, 
以 及 
UNaD= IgEU|a(g) = 0}, 
"O00: 
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因此 ,在 UN 站 3D 上 ,du”=0. 于 是 


jo= |。 


中 站 子囊 
. A 
= HD {adut A A dui A ee A dur 
1 vilap 


=- (- Dr | aodaA…Adan (1.12.17) 
Uftan 


由 于 3D 的 定向 为 (一 "du1A…Adu”" !, 则 有 
| 一 一 | Ga LDO)daleedem 


a UNaD 
另 一 方面 ， 
| | | da; 1 mm 
duw= | dw= 2) Fidu A A du™, 
pb phu i=l pho ™ 
面 当 j=1,-…,m “1 时， 
Oa. da. 
a A A du™ = | (3Saw jau di :du™ = 
DNU tw DNU 
因此 


ja- 上 ja 
一 | 加 amn(ul, uml, 0) dul--du™ ! 


= {a Cu ,0) dutedu"!, 
其 中 Q@ 是 9U 上 的 点 ,比较 (1.12.17), 即 有 


fa 二 1. 
bh Ef 
定理 得 证 . 


在 实际 应 用 中 ,经 常 届 到 的 闭 区 域 D 是 紧 致 的 ,所 以 不 必 假 
定 w 有 紧 臻 的 支 集 ,而 Stokes 公式 仍然 成 立 ， 


"OE * 
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习 是 
i, 证 明 
Hip fl jpipri’ "tp+g 1 让 
ji jp Ki"kokprl'"" kote Rilke 
并 计算 


i a 
jj i 

式 中 指标 的 取 值 范围 1,…,n. 

2. 设 a 是 户 闪 氛 变 张 最 .证 明 ， 

(1) a 是 对 称 的 必须 下 只 须 <= (a). 

(2) a 是 反 称 的 必须 下 只 须 a= [al. 

3. 设 a,8 和 YY 是 向 景 空间 WV 上 的 一 次 形式 ,es),(B) 和 {70)(i=1,*…， 
#) 分 别 为 它们 对 YY 上 纵 定 的 一 组 站 的 举 标 , 求 a A 和 a 入 BAY 的 坐标 . 

4. 设 & 和 记分 别 汐 向 晤 空间 VW 上 的 一 次 和 二 次 外 形式 , 《ai;) 和 (所 ;) 分 
别 为 它们 对 WY 上 一 组 下 的 举 标 , 求 a 8B 的 坐标 ， 

5. 设 ql,… ;ar 是 向 量 空间 VW 上 的 7 个 线性 无 关 的 一 次 形式 ,ww 是 VW 上 
次 外 形式 ,证 明 : 存 在 7 个 pp 一 1 次 外 形式 gy… 几 使 w 表示 成 

名 二 入 蜗 二 
的 充分 必要 条 性 是 
aA"AoAho=0. 

6. 设 zeta=1T 是 问 量 空 间 WY 上 的 两 组 一 次 形式 ， 

是 线性 无 关 的 .县 
2 A we = 六 起 oe', 

则 ,wo 者 是 2 下 op 的 线性 组 合 , 而 于 它 们 也 是 线性 无 淆 的 ， 

7. 设 al-…er 是 =+rr 维 微分 流 形 M 的 一 个 开 和 集 U 上 的 nm 个 一 次 微分 
式 .在 每 一 点 是 线性 无 关 的 ;XXX ,是 LU 上 的 rr 个 向 量 场 ,在 每 一 点 
也 是 线性 无 羌 的 ,并且 

(一 0 一 十 二 下 十 大 十 地 

证 明 : 在 尽 中 的 在 一 点 近 这 , 必 存在 向 量 场 ,成 和 微分 式 om 1 …， 
os, 俩 瑟 XXXn+y 构 成 局 部 基 , 并 县 


Ct 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


af 一 部 ， 吕 百 二 1 十 了 
8. 设 M 和 六 分 别 为 和 rm 维 的 微分 流 形 ,MM 连通 ， 
六 
于 0 ,证 明 : (Mn) 必 为 N 中 的 一 点 . 


» 0 “。 
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第 二 章 李 群 
§1 拓 扑 群 


拓扑 群 是 群 与 拓扑 空间 的 结合 ,所 谓 结合 ,就 是 群 的 运算 与 拓 
扑 空间 的 结构 相 容 . 

定义 2.1,1 集合 G 称 为 拓扑 群 ,如 果 

1. G 是 群 . 

2, GG 是 拓扑 空间 . 

3. 群 的 运算 

(TZy— ry 77yE {2.1.1) 
是 
GxXG— 人 6 
的 连续 映射 . 

条 件 3 表示 了 和 群 的 运算 与 拓扑 结构 的 相 容 性 ,也 常 称 为 相 究 
条 件 . 

例 2.1.1 在 任意 给 定 的 群 C 上 ,定义 高 散 的 拓扑 成 为 一 个 
离散 的 拓扑 空间 .显然 , 群 的 运算 是 连续 的 ,因而 为 一 拓扑 群 .这 就 
是 说 ,任意 的 一 个 群 都 可 以 看 作 是 一 个 离散 的 拓扑 群 ， 

例 2.1.2 全 体 实数 尺 对 加 法 构成 群 ,显然 , 群 的 运算 对 民 
上 的 通常 的 拓扑 相 容 ,因而 为 一 拓扑 群 . 

一 般 的 ,n 维 向 量 空间 WV*, 对 向 量 的 加 法 和 通常 的 拓 盾 为 拓 
扑 群 . 
例 2.1.3 RR 中 的 全 体 有 理 数 的 集合 P, 它 对 加 法 也 成 群 , 量 
是 RR 的 子 群 .PP 作为 拓扑 空间 RR 的 子 集 对 其 诱导 拓扑 构成 一 拓扑 
空间 , 芭 RR 的 拓扑 子 空间 . 显然 , 群 的 运算 是 连续 的 ,因而 P 也 是 
拓扑 群 . 

4 
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是 连续 的 ,zt 称 为 G 的 逆 射 .因为 G 中 任意 元 素 的 送 元 素 都 存在 ， 
所 以 ,r 是 满 岗 射 .以 下 证 明 ,r 是 G 上 的 同 吓 . 
定理 2.1.2 道 射 c 是 拓扑 群 G 上 的 同 胜 . 
和 证明 只 须 证 明 r 的 逆 岗 射 存在 旦 连续 .因为 ,对 任意 的 xE 
G, 
rTr* rxz)= 2, 
所 以 rz 的 G 上 的 恒 同 映射 .于 是 +"! 存在 ,县 
人 
所 以 工 是 G 上 的 同 是 . 
若 a 是 G 中 任意 给 定 的 一 个 元 素 , 将 a 左 匀 G 中 的 元 素 , 则 
得 到 GG 的 喘 射 
Tar rEcG 
称 为 左 称 并 记 作 工 。, 即 
了 二 rr， 了 把 . 
它 蚌 由 给 定 的 元 素 a 确定 的 . 显然 , 左 移 基 G 上 的 连续 岗 射 .同样 
的 ,经 右 屁 得 到 的 出 射 
TX, XEG 
称 为 右 移 , 记 作 R, , 它 也 是 G 一 G 的 连续 岗 射 . 
定理 2.1.3 左 移 L。 和 右 称 R。 都 是 G 上 的 同 肚 . 
证 上 明 因为 ,对 任意 的 TEG， 
(Lo* Lr = Ll(a lr)= a(la lir)= 工 ， 
书 上 下 
{Lio Lr = Li(ar) = a l(ar)= 了， 
即 有 
Le。Lo- 一 Ls!1* 上 ,= 和 恒 同 . 
因此 LL, 的 道上 映 射 存 在 , 量 
Ls 
又 因为 L,-! 是 连续 的 ,所 以 ,上 L, 是 同年 . 
类 似 地 可 以 证 明 RR, 是 同 是 . 
:DE 
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是 连续 的 ,zt 称 为 G 的 逆 射 .因为 G 中 任意 元 素 的 送 元 素 都 存在 ， 
所 以 ,r 是 满 岗 射 .以 下 证 明 ,r 是 G 上 的 同 吓 . 
定理 2.1.2 道 射 c 是 拓扑 群 G 上 的 同 胜 . 
和 证明 只 须 证 明 r 的 逆 岗 射 存在 旦 连续 .因为 ,对 任意 的 xE 
G, 
rTr* rxz)= 2, 
所 以 rz 的 G 上 的 恒 同 映射 .于 是 +"! 存在 ,县 
人 
所 以 工 是 G 上 的 同 是 . 
若 a 是 G 中 任意 给 定 的 一 个 元 素 , 将 a 左 匀 G 中 的 元 素 , 则 
得 到 GG 的 喘 射 
Tar rEcG 
称 为 左 称 并 记 作 工 。, 即 
了 二 rr， 了 把 . 
它 蚌 由 给 定 的 元 素 a 确定 的 . 显然 , 左 移 基 G 上 的 连续 岗 射 .同样 
的 ,经 右 屁 得 到 的 出 射 
TX, XEG 
称 为 右 移 , 记 作 R, , 它 也 是 G 一 G 的 连续 岗 射 . 
定理 2.1.3 左 移 L。 和 右 称 R。 都 是 G 上 的 同 肚 . 
证 上 明 因为 ,对 任意 的 TEG， 
(Lo* Lr = Ll(a lr)= a(la lir)= 工 ， 
书 上 下 
{Lio Lr = Li(ar) = a l(ar)= 了， 
即 有 
Le。Lo- 一 Ls!1* 上 ,= 和 恒 同 . 
因此 LL, 的 道上 映 射 存 在 , 量 
Ls 
又 因为 L,-! 是 连续 的 ,所 以 ,上 L, 是 同年 . 
类 似 地 可 以 证 明 RR, 是 同 是 . 
:DE 
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于 是 , 左 黎 和 右 移 都 是 拓扑 群 G 上 的 同 且 变换 ,现在 考虑 G 
上 的 全 体 左 移 变 换 的 集合 
iLla€G|, 
在 这 个 集合 中 ,出 变换 的 乘积 自然 定义 了 乘法 .不 难 验证 ,对 这 个 
乘法 ,此 集合 构成 一 群 , 称 为 拓扑 群 G 的 左 移 变换 群 , 旦 群 中 的 单 
位 元 素 e 对 应 的 左 移 为 恒 同 变换 , 即 
L, 二 异同 . 
显然 ,由 G 中 的 元 素 & 与 左 移 工 . 的 对 应 纵 出 G 与 它 的 左 移 变 换 
群 之 间 的 一 一 对 应 ,并 且 , 对 任意 的 a,5EG， 
me (2.1.4) 
因此 ,上 述 对 应 给 出 拓扑 群 G 与 它 的 左 移 变 换 群 之 间 的 一 个 同 
构 , 妈 G 与 它 的 左 移 变换 群 同 构 . 同样 ,G 上 的 全 体 石 称 变 换 也 构 
成 一 群 , 称 为 G 的 右 移 变换 群 , 它 也 与 G 间 构 .对 右 移 变换 ,同样 
的 有 民 . = 恒 同 , 民 -:= R-!， aE€G. 但 与 (2.1.4) 不 同 ， 
R,° R= Roa, asb EG. (2.1.5) 
于 是 ,由 上 述 同 构 , 拓 扑 群 G 的 结构 就 可 以 表现 为 左 移 或 右 


移 . 
设 a 和 5 是 拓扑 群 G 中 的 任意 两 个 元 素 , 则 左 移 变 换 
Pl : GG 
使 
Laia = 8， 


即 存在 G 上 的 左 移 将 a 变 为 5 .这 就 是 所 谓 的 齐 性 .事实 上 ,我 们 
还 容易 证 明 上 述 左 移 惟 一 存在 ， 

由 于 左 移 是 同 胚 ,因此 , 扔 扑 群 上 任意 两 点 的 局 部 拓扑 性 质 相 
同 .所 以 ,拓扑 群 的 拓扑 结构 可 以 由 单位 近 旁 的 拓扑 结构 加 上 左 移 
或 石 移 得 到 . 

以 下 讨论 拓扑 群 的 一 些 进一步 的 重要 性 质 . 

定理 2.1.4 拓扑 群 G 作为 拓扑 空间 是 正则 的 . 

证 明 因为 G 是 齐 性 的 ,只 须 证 明 单 位 e 与 不 包 人 省 它 的 任意 
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闭 集 可 分 ,. 

设 A 是 局 中 不 包含 e 的 在 一 闭 集 . 则 

=G-A 
是 包含 e 的 开 集 .由 相 容 性 条 件 以 及 e'e !=e, 必 有 6 的 邻 域 V， 
使 
VV-1C UU, 

其 中 六 是 V 中 元 素 的 道 元 素 的 集合 , 它 也 是 包含 e 的 开 集 ， 
VV -1! 则 是 两 个 集合 的 元 素 的 乘积 的 集合 . 

现在 证 明 Y 的 半 包 VYCU. 设 户 是 7 中 的 任意 一 点 , 则 户 的 
任 一 邻 域 与 V 相交 . 因为 左 萝 是 间 胚 , 则 

pyY = {pvlveEvV| 
是 p 的 一 个 邻 域 . 因此 ,zy 门廊 非 空 . 设 5E pV 站 VV, 则 必 有 a 
V, 熏 pa = 5 吉 V, 即 有 
p=bal1€E VV ICU. 
这 就 证 明了 YCU. 从 而 得 到 VV 的 余 集 , 即 开 集 
GCG- VODOG-U=Ah, 

这 样 , 开 集 V 和 如 一 六 就 分 离 了 e 和 及, 所 以 ,G 是 正则 的 拓扑 空 
间 . 

定理 2.1.5 ”拓扑 群 的 开 子 群 是 用 的 . 

证 了 明 设 五 是 拓扑 群 殷 的 一 个 开 子 群 .因为 在 物 是 同 且 , 则 
对 G 中 的 任意 元 素 4 ,a 都 是 开 集 . 

现在 证 明 , 若 aEEEH, 则 a8 与 H 不 相交 ,假若 不 然 , 即 oa 石门 
HH 不 空 , 必 有 bEaH 人 HH, 从 而 烽 有 EH 和 使 b=ap. 叉 因为 晴 
是 子 群 , 则 有 4 = bp-1€ 上 ,与 aEH 的 假设 蔬 盾 . 

于 是 ,下 列 集合 的 和 

UaH 
万 区 开 

是 开 集 , 旺 是 量 的 余 集 .所 以 ,日 的 闭 的 . 

由 此 可 知 ,车 G 是 连通 的 , 草 其 非 空 开 子 群 必 为 上 GG, 义 因 为 ， 
由 上 G 的 任意 的 非 空 开 集 生成 的 子 群 必 为 开 集 , 故 必 为 G. 所 以 , 连 
通 的 拓扑 群 可 由 它 的 任 一 邻 域 生成 ,特别 ,可 由 它 单位 6 的 一 个 邻 

二 号 全 和 
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域 生成 . 

定理 2.1.6 拓扑 群 的 子 群 的 闲 包 也 是 子 群 . 

证 明 设 五 拓扑 群 G 的 一 个 子 群 ,要 证 五 的 闭 包 互 也 是 子 
群 .只 要 证 明 ,对 任意 的 ea ,8E 互 , 必 有 后-1E 互 ,也 就 对 ab- ;的 
任意 邻 域 , 均 有 YVY 站 五 非 空 . 

由 相 容 性 条 件 , 对 ap ! 的 任意 邻 域 V, 必 有 a 的 邻 域 4 和 了 
的 邻 域 B, 使 

AB-!CYV. 

及 因为 a ,5E, 故 ANE 都 非 空 , 即 必 有 aEANH,biE 

吾 全 五 .而 五 是 子 群 , 故 有 

Biti€EBiNH, ablEH, 
所 以 

abi' CE ABNHCVANES, 
即 Y 生 五 非 空 . 

进一步 还 可 以 证 明 , 若 互 是 上 的 正规 子 群 , 则 玉 也 是 GG 的 
正规 子 群 . 

定义 2.1.2 拓扑 群 G 的 包含 单位 e 的 最 大 连通 子 集 Go 称 
为 G 的 单位 连通 分 支 . 

定理 2.1.7 拓扑 群 的 单位 连通 分 支 是 它 的 正规 闭 子 群 . 

证 明 设 Go 是 拓扑 群 G 的 单位 连通 分 支 . 它 是 包含 单位 e 
的 一 个 闭 集 合 .只 须 证 明 ,Go 是 G 的 正规 子 群 ,由 右 移 是 同 有 是 ,对 
任意 的 a Go, Goa 1 也 是 G 的 连通 子 集 , 且 单 位 e= aa 1E€ 
Goa !, 即 Goa ! 是 包含 e 的 连通 子 集 . 于 是 ,Goa LICGo, 又 因 
为 a 是 G 中 的 任意 元 素 , 所 以 GoGO IC Go, 这 就 证 明了 Go 是 
的 闭 子 群 . 

由 于 左 称 和 右 移 者 是 同 症 , 对 任意 的 aE€G,aGoa ! 是 GG 的 
连通 子 集 , 且 e=aea 1EaGoa -于 是 aGoa :CG, 即 Go 是 GG 
的 正规 子 群 . 

进一步 ,车 G 是 流 形 , 其 单位 连通 分 支 Go 是 G 中 既 开 又 闭 

a 0 a 
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的 集合 , 则 商 群 GZGe 作为 商 空间 其 中 的 每 个 元 京都 是 既 开 又 陆 
的 , 即 G /Go 是 离散 群 . 
定理 2.1.8 连通 拓扑 群 的 离散 正规 子 群 必 属 于 中 心 . 
证 明 设 互 是 连通 的 拓扑 群 G 的 离散 正规 子 群 ,对 互 中 的 
每 一 元 素 a ,定义 
人 全 -人 四 
使 


gr= Tar!, rxEO. 


由 相 容 条 件 ,o 是 连续 映射 , 且 oe = a. 
因为 互 是 G 的 正规 子 群 ,对 任意 的 za 二 昌 , 则 有 
or = az !'€H, 
即 ssGCH. 由 于 GG 是 连通 的 , 放 asG 也 是 连通 的 . 又 因为 百 是 
离散 的 ,omG 必 百 中 一 点 ,特别 , 必 有 
zz 一 0e = a. 
邵 


对 任意 的 zaE 古 ,xzE 如 成立, 所 以 和 必 属 于 G 的 中 心 . 
§2 李 群 


李 群 是 群 与 微分 流 形 的 集合 ， 
定义 2.2.1 集合 G 称 为 n 维 C(r 之 2) 李 群 ,如 果 
1. G 是 群 . 
2, GG 是 n 维 C(r 守 2) 微分 流 形 . 
3. 群 的 乘法 
(ZW, TyIEG 


全 基站 一个 
的 Cr 映射. 
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条 件 3 也 称 为 相 容 条 件 ， 

在 一 个 局 部 坐标 系 中 , 若 xi,y' 和 (xry)i 分 别 表示 为 <,y 和 
zy 的 坐标 , 则 条 件 3 就 可 以 表示 为 xy 的 坐标 作为 x 和 的 坐标 
的 函数 

{xy) = ghrp TY 
是 Cr 的 . 
车 7 二 w, 则 称 为 解析 李 群 .一 般 的 均 假 设 > = co ,并 简称 为 李 
群 . 
由 李 群 的 定义 ,对 李 群 G 上 的 任意 元 素 a, 也 都 可 以 定义 GG 
上 的 左 移 IL, 和 右 移 R, ,并 且 不 难 证 明 , 它 们 都 是 G 上 的 微分 同 
胚 ,并 同样 有 工 si= 7i,Ri!1= Ri. 
比较 拓扑 群 的 定义 ,条 件 3 有 所 不 同 .但 是 ,对 于 李 群 ,可 以 证 
明 映 射 
(zy yl, zxyEG 
是 C” 的 ,这 只 须 证 明 下 列 定理 . 
定理 2.2.1 在 李 群 G 上 , 道 射 


r: ZX!l, XEG 
是 上 G 上 的 微分 同 胚 . 
证 明 因为 cer= 恒 同 ,所 以 
rl1= zr, 


因此 只 须 证 明 * 是 C” 的 ,对 GG 的 任意 元 天 x+, 左 移 
[YE 
是 侣 上 的 微分 同 胚 .由 Lyy= :xy,L, 在 y 的 切 映 射 
(Ls)y = 2 (2.2.1) 
不 退化 ,(2.2.1) 的 右 端 表示 映射 的 Jacobi, 在 局 部 坐标 系 中 它 就 
可 以 表示 为 
(X37)= (37) 
ay ay 三 
于 是 ,由 隐 范 数 存 在 定理 , 道 射 r 作为 方程 xy =e 的 解 是 C” 的 . 
，101 。 
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由 此 定理 及 相 雁 条 件 3 立即 可 知 . 
(2 人 -人 zy 一 人 xy 区 
是 C” 的 ,并 能 得 到 


推论 2.2.1 李 群 是 拓扑 群 . 

可 见 , 李 群 是 拓扑 群 的 强化 ,不 仅 拓 扑 群 的 性 质 李 群 都 具备 ， 
它 还 会 有 许多 更 好 的 性 质 .例如 , 李 群 G 作为 拓扑 群 ,其 单位 连通 
分 支 Co 可 以 由 单位 的 任意 一 邻 域 生成 ,而 李 群 是 流 形 , 即 局 都 欧 
外 的 ,这 样 ,Go 可 以 由 单位 的 一 个 同 胚 于 欧 氏 空间 的 邻 域 V 生 
成 , 即 

Go =Uv, 

义 因 为 欧 氏 空间 有 可 数 基 ,所 以 ,Go 有 可 数 基 , 这 就 得 到 下 列 定 
理 . 

定理 2,2.2 李 群 的 单位 连通 分 支 有 可 数 基 . 

推论 2.2,2 连通 的 李 群 有 可 数 基 . 

李 群 的 一 些 重要 性 质 糙 在 以 下 各 节 中 仔细 讨论 . 现在 先 看 一 
些 典 型 的 例子 . 

例 2.2.1 在 任意 给 定 的 群 G 上 ,和 定义 离散 的 拓扑 结构 , 构 
上 成 零 推 的 微分 流 形 , 称 为 零 维 李 群 . 

例 2.2.2 实数 域 R 对 加 法 和 和 和 通常 的 微分 结构 成 为 一 个 一 
推 李 群 . 

一 般 的 ,实数 域 RR 上 的 nn 维 向 量 空间 对 向 量 的 如 法 和 通常 的 
微分 结构 为 一 个 n 推 李 群 . 

例 2.2.3 图 周 是 一 个 一 维 微 分 流 形 , 它 又 可 以 看 成 是 模 1 
的 复数 乘法 群 ,容易 证 明 , 它 是 一 推 李 群 , 常 记 成 T! 而 

人 
T = 了 X…X TI 

称 为 2 推 环 群 ,其 中 推 积 的 意义 ,对 群 是 直 积 ,对 流 形 则 是 积 流 
形 , 并 称 之 为 李 群 的 直 积 .显然 ,T" 是 推 李 群 . 

事实 上 ,容易 证 明 下 列 一 般 性 的 结论 . 

定理 2.2.3 李 群 的 直 积 是 李 群 . 

. 102 : 
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例 2.2.4 设 了 是 实数 域 上 的 ” 维 向 量 空间 , Y 上 的 全 体 不 
退化 的 线性 变换 的 乘法 构成 一 群 , 称 为 x 阶 线性 群 . 记 作 CL(nm， 
民 ). 尼 可 以 表示 为 全 体 n 阶 非 奇 阵 对 矩阵 的 乘法 所 成 之 群 . 因 


此 , 它 又 可 以 看 作 是 n? 维 欧 氏 空间 Ra 的 一 个 开 子 流 形 , 故 为 一 
n2? 维 的 微分 流 形 . 由 矩阵 乘法 的 定义 , 相 容 条 件 显 然 成 立 . 所 以 ， 
GL(a ,及 ) 是 一 个 n? 维 的 李 群 ,不 难 证 明 , 其 中 行列 式 为 1 的 全 
休 矩 阵 所 成 的 子 群 并 作为 它 的 子 流 形 构 成 -个 n? - 1 维 的 李 群 ， 
称 为 nt 阶 么 模 群 , 记 作 SL(n, 民 ), 而 由 多 体 ” 阶 正 交 矩 阵 构 成 的 
群 称 为 a 阶 正 交 群 , 记 作 O(n ,RR), 这 是 一 个 证 n(x - 1) 维 的 紧 
致 李 群 . 

若 将 实数 域 R 换 成 复数 域 C, 就 得 到 = 阶 复 的 一 般 线 性 群 
GL(n,C), 么 模 群 SL(n,C) 和 正 交 群 O(n ,C). 

例 2.2.5 三 维 球面 53 是 一 个 微分 流 形 , 它 又 可 以 看 成 是 么 
模 四 元 数 对 乘法 所 得 之 群 ,并 构成 一 个 三 维 李 群 .但 是 ,二 维 球面 
S? 不 能 成 为 李 群 ,这 是 因为 ,将 李 群 的 单位 e 上 的 任意 一 个 非 堆 
向 量 左 移 到 群 的 各 点 上 就 得 到 群 上 的 一 个 可 微 的 方向 场 ,而 3? 
上 却 不 存在 连续 的 方向 场 . 

例 2.2.6 在 实数 域 R 上 ,对 通常 的 微分 结构 定义 乘法 

(ry) (rit+ty) 3, ry€ER. 
不 难 证 明 , 对 此 乘法 成 为 一 群 ,其 单位 为 0, 任意 元 京 x 的 道 元 
xz-1= -zx. 但 是 , 它 满足 拓扑 群 的 相 容 条 件 却 不 满足 李 群 的 相 容 
条 件 . 所 以 ,对 尺 上 这 样 定义 的 乘法 , 它 构成 一 个 拓扑 群 却 不 是 李 
群 . 
例 2.2.7 在 例 2.2.4 中 管 经 说 明 ,z 阶 一 般 线 性 群 GL(n， 
R) 就 是 全 体 n 阶 非 奇 矩 阵 对 和 矩阵 的 乘法 所 构成 之 群 .其 中 元 素 
若 表示 为 矩阵 
(H+ x) i = 1,",n; 
显然 ,( 对 ) 也 是 GL(nR) 一 个 坐标 系 ,在 这 个 坐标 系 中 ,单位 。 的 
坐标 为 
* 303 。 
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a 一 站， 1 = ,Nn. 
并 且 , 关 元素 y 的 坐标 为 { 曙 ), 则 zy 坐标 为 
《zy = x + y+ xi. 
于 是 ,在 单位 近 旁 
(zy) ~ zi + 
即 它们 是 同 阶 无 穷 小 量 . 叉 由 xz '=@， 
(x NH 一 - 0. 
例 2.2.8 设 G 是 nn 维 李 群 ,U;(zxi) 是 G 在 单位 e 近 旁 的 
坐标 系 ,将 在 单位 e 的 自然 标 架 


(二 ) ,i= 1 

ie 

左 移 到 U 的 各 点 就 得 到 U 上 的 标 架 声 
(2 _ a(zyy 


Dr 加 | 人 


-2 
y=e OT 


了 工 筷 也， 


§3 基本 微分 式 、 结 构 方 程 


设 G 是 n 维 李 群 , 则 对 G 中 的 任 一 元 素 a ,都 惟一 决定 如 上 
的 一 个 左 移 ， 
Ls: Xar, LIED. 
这 样 就 得 到 群 的 元 素 与 左 移 变 换 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ,并且 对 任 
意 的 a,bEG， 
了 
因此 , 群 的 运算 就 可 以 通过 左 移 表 现 ， 
左 移 在 G 上 是 单传 递 的 ,因为 对 群 G 上 任意 到 两 成 a 和 5， 
都 有 惟一 的 左 移 L,,-' 使 
Lieu-la = (ba li)a = 56. 
特别 ,对 群 G 上 的 任 一 点 a ,都 有 到 单位 e 的 惟一 的 左 移 工 -+，, 即 
Lia = a la = e. 


+ 1104 。 
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于 是 , 工 。! 在 a 的 切 喘 射 (L,-1)。 就 将 a 点 的 切身 量 移 到 单位 e， 
也 就 是 由 如 在 a 点 的 切 空 间 右 ,到 单位 e 的 切 空间 上 G 的 线性 映射 
(LD): 一 站 
因为 左 移 是 同 胚 , 它 又 是 非 运 化 的 .这 就 是 说 ,由 李 群 G 上 各 点 到 

单位 e 的 左 移 就 得 到 了 由 各 点 的 切 空间 到 单位 的 切 空间 GG 的 
性 同 构 . 
定义 2.3.1 从 李 群 G 的 切 人 共 T(G) 到 单位 的 切 空间 如。 映 
射 
w: T(G)— &, 
称 为 李 群 G 的 基本 微分 式 , 它 使 
da— (Li) da, da € G,, 
即 
wlada) = (Lda, da € G&G,. (2.3.1) 
由 前 面 的 讨论 ,w 是 由 李 群 G 的 各 点 的 切 空间 到 单位 的 切 
空间 的 非 授 化 的 线性 跑 射 . da 表示 在 a 点 的 一 个 切 问 量 .这 个 记 
号 的 好 处 是 它 明 确 天 示 了 切 同 重 所 在 的 切 空间 .于 是 ,wt{a ,da) 
或 wtda) 就 可 以 简写 为 w(da) 面 不 致 引起 混淆 .不 过 ,这 样 的 记 
号 又 容易 与 微分 记号 混淆 ,需要 特别 注意 .关于 切 胸 射 的 记号 ,我 
们 叉 常 常 恕 略 有 映射 与 它 的 切 哑 射 的 区 别 , 常 将 (Li)da 或 
(LL-1) ,da 简写 为 L -tda 或 etda. 这 样 ,(2.3.1) 就 可 以 简写 为 
wlda) = a lda, da € G&G, (2.3.2) 
或 
w=alda, da€G,. 《2.3.31) 
只 要 在 阅读 中 稍 加 注意 ,以 上 记号 均 不 致 引起 混乱 . 
因为 w 在 李 群 GG 上 的 每 一 点 都 是 线性 的 ,所 以 它 是 上 GG 上 的 
取信 于 GG 的 一 阶 微分 式 ， 
定理 2.3.1 基本 微分 式 w 具有 下 列 性 质 
1, 在 单位 e,w 是 恒 同 映射 , 即 
we = oi ,= 恒 同 
” 10 和 4 * 
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wlde)} = de, de € G,. 


2. w 经 G 上 的 任意 左 移 不 变 , 也 简称 为 左 不 变 的 , 即 对 任意 
的 5 全 局， 


也 就 是 
wlsda) = wlda) 
对 和 尾 意 的 4,s 合 G 和 da EG 成立. 
证 明 由 基本 被 分 式 的 定义 ,性 质 1 是 显然 的 .现在 证 明 性 质 
2. 
因 汶 sda 全 GG ,所 以 
mtsda) =Loay tLda) = Lisi(Lda) 
=L-iisda = 工 -ida = wlda). 
这 就 证 明了 性 质 2. 
下 面 证 明 ,G 上 的 具有 上 述 性 质 的 取 值 于 单位 的 奶 空 间 GG 
的 微分 式 一 定 是 基本 微分 . 
定理 2.3.2 阁 李 群 G 上 的 一 阶 微分 式 
0: T(G) 全 G., 
是 左 不 变 的 , 且 为 异同 , 则 8 必 为 G 的 基本 微分 式 ， 
证 明 由 8 左 不 变 , 对 任意 的 aE€G. 
La-18 = 8, 
特别 
Led = 由. 
于 是 ,对 任意 da 和 Co， 
pfda) =(Lei0.) (da) = (a da)， 
又 因 0. 为 恒 辣 ， 
tlda) = alda, da € G,, 
所 以 68 为 G 的 基本 微分 公式 . 
这 个 定理 说 明 ,基本 微分 式 w 是 惟一 的 从 人 (4G) 到 G, 的 合 
加 1068 到 
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于 w。.= 恒 同 的 左 不 变 微 分 式 .并 且 还 可 以 证 明 ,w 的 左 不 变性 是 
左 移 的 特征 , 妇 只 有 左 移 鸽 w 不 变 . 

定理 2.3.3 李 群 C 上 保持 基本 微分 式 @w 不 变 的 变换 必 为 
左 移 . 

证 明 设 c 是 C 上 的 变换 , 即 微 分 同 吓 

I: G0, 
它 使 
rxX, TEG. 

即 z=azr, 则 o 在 zc 的 急 映 射 将 在 x 的 切 向 量 dz 变 为 在 z 的 切 
呵 量 a,dzr ,并 记 


dz = odr, dz EE CC， 


5 保持 w 不 变 , 即 
gwm= ww, 
则 对 任意 的 TEG 和 drEC，， 
w(dzr) = w(dzx), (2.3.4) 
其 中 = oz， 
考虑 定义 在 G x G 上 的 方程 
wufz) 一 wwf 工 ) = 0, (2.3.5) 


其 左 端 可 看 作 是 由 G x G 的 每 一 点 (x ,zx) 的 急 空 间 到 G, 的 一 个 
线性 映射 .因为 w 在 G 的 每 一 点 都 是 非 退 化 的 ,所 以 (2.3.5) 是 
2n 维 微分 流 形 G x G 上 的 一 个 n 维 平面 场 .由 (2.3.4),x=ax 
基 (2.3.5) 的 一 个 都 ,其 
T(x 0), IEG 

是 这 个 # 维 平面 场 经 过 (e , ae) 的 一 个 n 堆积 分 流 形 .又 因为 mm 
是 左 不 变 的 , 即 w 经 过 任意 左 移 不 变 , 特 别 既 左 移 工 . 不 变 , 所 以 
二 Lex 也 是 (2.3.5) 的 解 .而 左 移 是 同 坚 ,因此 ， 

x» (rz,Ler), LEG, 
也 是 这 个 平面 场 过 (e,oe) 的 一 个 n 维 积分 流 形 .由 惟一 性 ， 

gr = Lar 
对 任意 zxE CG 成 立 ,所 以 
“” O07 * 
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人 
吨 z 为 群 G 的 左 移 . 
以 上 讨论 说 明 , 左 移 由 基本 微分 式 的 不 变性 完全 确定 ,而 群 的 
运算 可 由 左 移 表现 ,所 以 ,研究 李 群 的 运算 只 人 须 研究 基本 微分 式 
设 E(i=1,…,n) 是 G, 中 任意 取 定 的 一 组 基 ,w(da) 是 
wtda) 对 这 组 基 的 坐标 , 即 
wda) = wda)FE:, da € G,. 
于 是 , 取 值 于 G, 的 微分 w 就 可 以 表示 为 
w= wh,. 
显然 ,w'(i=1,…,n) 就 是 GG 上 的 通常 的 微分 式 ,并 且 都 是 左 不 
变 的 .由 于 w 在 群 G 上 的 每 一 点 & 都 是 G, 到 G 的 非 退 化 线性 映 
射 ,w!,…,w* 在 G 上 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 .所 以 wi{i=1,-…， 
#) 是 G 上 一 个 左 不 变 的 的 余 切 标 架 场 . 
设 w1,…,w" 是 李 群 G 的 任 一 个 左 不 变 的 余 切 标 架 场 , 则 G 
的 任意 微分 式 g 都 可 以 表示 为 
9 = pe’, 
其 中 gp; (xz) 是 G 上 的 阔 数 . 
定理 2.3.4 微分 g = pe 是 左 不 变 的 必须 且 只 须 人 (= 
1,… ,nn) 为 常数 . 
证 基 充分 性 显然 , 现 证 必要 性 .因为 p 是 左 不 变 的 ,部 


Lp= 9? (2.3.6) 
对 任意 的 sEG 成 立 , 叉 由 wi (i =1,… ,nn) 的 左 不 变性 , 则 有 
(Li pi) = Pi ， 
所 以 
Lp = @, 1 = 1,"",H, 


这 就 说 明 ,2p 是 左 不 变 的 必须 且 只 须 所 有 的 gp(i =1,…,n) 都 是 
左 不 变 的 , 即 
PST) = pr), f= 1,",n. 
于 108 四 
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对 任意 xs,zEcCG 成 立 . 又 因为 群 上 的 左 移 是 传递 的 ,所 以 
pi 二 常数 ， i 二 1,…,n. 
进一步 不 难 证 明 , 李 群 G 上 的 一 个 p 次 微分 式 
p= 2 pp AA ph, 
le ein 

是 左 不 变 的 必须 且 只 须 它 的 所 有 的 系数 85 都 是 常数 . 

于 是 , 李 群 G 上 的 一 个 左 不 变 的 微分 式 就 相当 于 其 单位 切 空 
间 G, 上 的 一 个 外形 式 .特别 ,和 阁 8 是 GG 上 的 一 个 左 不 变 的 职 值 于 
Ce 的 一 次 数 分 式 , 则 对 任意 和 的 a€G 和 da€ G,， 

dtda) = O(a itda) = 6 : wldea), 
即 
0=0 +，w, 

其 中 8 是 G,。 上 的 取 值 G, 的 一 次 形式 ,也 是 Ce 上 的 一 个 线性 映 
射 . 

显然 , 李 群 G 上 的 堪 不 变 微分 形式 经 线性 运算 和 外 积 仍 保 传 
其 左 不 变性 . 并且, 其 左 不 变性 经 外 微分 运算 也 不 变 . 这 是 因为 , 若 
w 是 左 不 变 的 , 则 对 任意 的 :EG， 

fy do = dLiw = dw, 

所 以 dw 也 是 左 不 变 的 .这 就 说 明 , 李 和 群 G 上 的 全 体 左 不 变 微分 
式 是 上 G 作为 微分 流 形 的 Cartan 微分 代数 的 2 维 的 子 代 数 . 

定理 2.3,5 设 G 是 wn 维 李 群 ,w 一 (ww )(i=1,…,n) 是 局 
的 基本 微分 式 , 则 必 有 


doi =— Tew A ek, i=1,n, (2.3.7) 
其 中 CC 为 常数 ,是 
Ci t+ Oh = 0, i,j,R = 1,,n, (2.3.8) 


其 中 (2.3.7) 称 为 G 的 结构 方程 ,CG;; 称 为 结构 常数 .并 日 ,其 结 传 
常数 还 满 尼 下 烈 Jacobi 恒等式 ， 
CC + CaCh + CoC = 0, jksh,l = 1,,n. (2.3.9) 
证 阴 ”由 于 w 是 左 不 变 的 且 译 每 一 点 不 退 北 , (wi)(i= 
和 109 四 
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1,… ,x) 是 G 上 的 左 不 变 标 架 场 且 dw (i =1,…,n) 也 是 左 不 变 
的 . 因此 必 有 满 是 (2.3.8) 的 常数 使 结构 方程 (2.3.7) 成 立 ， 

将 结构 方程 (2.3.7) 外 微分 一 次 , 则 有 

Cd A wt — Ca A det =0， 
再 将 (2.3.7) 代 入 ,就 得 到 
CC AwAa.— COCs Amh ew 
=2CxCoe A we A w= 0, 
于 是 
CCCUT = OD, i,k,h,l = 1,,n. (2.3.10) 

式 中 方 括号 表示 其 中 指标 的 反 称 化 . 再 由 CG 关于 7 和 的 反 称 
性 ,(2.3.10) 就 化 为 Jaccbi 恒等式 (2.3.9). 

须 注 意 ,结构 常数 依赖 于 G。 中 基 的 选取 . 

现 看 如 何 利 用 局 部 坐标 来 计算 结构 常数 . 

设 U:(x') 是 n 维 李 群 G 的 单位 e 近 旁 的 一 个 坐标 系 ,E， 
(=1… 922) 是 G, 上 的 自然 基 , 即 


es 
于 是 ,G 的 基本 微分 式 w 就 可 以 表示 为 
站 1 一 wb,. 


由 w 为 恒 同 ， 
we(E;) ~ wlE)E;: = E, j=1,.,n, 
于 是 
wi(E) = 人 8, i,j = 1,,n. (2.3.11) 


由 此 可 知 ,o 为 3】 的 对 偶 基 , 即 有 
we = (dx )e, i = 1,"*,n. 
将 巨 -= 3 左 移 到 群 G 的 各 点 上 去 ,得 到 
E= ls i = 1 
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它 是 G 上 的 一 个 标 架 场 .又 因为 
ow (E,) = wlE;) EE 6， 1 == 1,:**,n, 
所 以 (w') 是 (E;) 的 对 侦 标 架 场 . 因此 , 当 EU 时 ,由 


E(x) = L,E; = L (a) 


az 3 .,_ 
oy ean 
就 得 到 
有 i. (2.3.12) 


将 上 式 外 微分 一 次 ,由 d(dx’)=0 就 得 到 


a(xy)' 1 yy 
drtay J Aw-— 7 Ch I ue Awm=0 
(2.3.13) 
特别 , 当 xz=e 时 ,由 避 = (dz) 以 及 
datry)}: . 
9y | 一 人 0， 
就 有 
| a 
9nioy | ,de A (dz) FCh(de'), A (dz'), = 0. 
因此 | 
;: a 2 ry)! 32 t 有 
人 9moy =y=é droy T= y= i,jsR = 了 天 
(2.3.14) 
或 
af 上 92({ i 
Ci ai 以 we arig py (2.3.15) 


可 见 ,结构 常数 反映 了 李 群 G 中 乘法 的 不 可 交换 性 . 特 
别 , 若 G 是 交换 时 , 则 其 所 有 的 结构 常数 为 零 .下 面 的 定理 将 给 出 


一 个 更 为 确切 的 解释 . 
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定理 2.3.6 在 ” 维 李 群 恕 的 包含 单位 的 坐标 系 中 ,单位 e 
的 坐标 2 =0(7=1,…,n), 则 对 e 近 旁 的 x 和 y， 
(xy) = T+ y+ Or), i=1,-…,n, (2.3.16) 
(ry ly ll) = Cr + Ori), i = 1,-…,n. 
《2.3.17) 


ceo 
证 明 设 
(Cry)’ 一 Flx,y), i 二 1 


则 有 
Fle,e) =0, flzr,e)= I, file,y)= 玉 
以 及 
9 y= oy T= = 
oF -0 9- _0 
dnar: T=y=€ : ayay 玉 二 二 
于 是 ,由 Taylor 公式 就 得 到 
(yy) = x+y tairy + O(n), i = 1,",n, 
{2.3.18) 
其 中 
2 : 
所 以 
(zy)' = x + y+O(r). {2.3.19) 
特别 ,由 Tr l=¢€ 就 有 
(二 二 一 天 二 Dr (2.3.20) 


在 (2.3.18) 中 , 令 y=z ', 则 得 
r+ (r+ a (tr) + O(n) = 0, 
再 利用 (3.18) 一 (3.20), 有 
(x) = ri ai + Ofr), 一 于 天， 
{2.3.21) 
* 之。 
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又 由 于 {2.3-18) 一 (2.3.21)， 
(zy 
=— (T+ y) + akcrt 和 )， 
于 是 
(rye ly) = + ry) +t ala rly + O(n) 
= (a 一 者) + Or )， 
所 雇 
(zz yD): = Chir + OC(F), 2 = 1,",n. 
Tzyxr 1!y ! 称 为 zx 与 y 的 交换 子 . 它 表现 了 群 的 不 可 交换 性 . 
对 交换 群 ,xyz -1y ! 恒 为 单位 ， 
设 口 : (x ) 是 n 维 李 群 G 的 单位 e 近 旁 的 一 个 坐标 勾 ,下 ; = 


(57) ， 瑟 =L (52) ,其 基本 微分 式 = wiE;, 则 由 结构 方程 


d= 
就 得 到 
do (EE) =— 1 Ob A ot(E,B) =— 0 
另 一 方面 ,由 第 一 章 中 的 外 微分 公式 (1.6.2)， 
due! (Ei,E) =F(E(w(E)) - E(w(E)) 


-wi([E,El)) =- Fu([E,E;)), 
于 是 
wi([E,E]) = Cy, Li,i = 1,°,n. 
又 因为 A(1=1,…,n) 为 G 上 的 一 个 标 架 场 ,所 以 


$4 李 群 的 李 代 数 


在 上 一 节 中 ,将 李 群 G 上 各 点 的 切 向 量 左 移 到 群 的 单位 上 ， 
“1 
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就 得 到 G 的 基本 微分 式 . 现在 , 反 过 来 将 单位 的 切 向 量 左 移 到 群 
的 各 点 上 去 .因为 左 移 是 C ”网 是, 旦 是 单传 递 的 , 即 在 群 上 上 的 任 
意 一 点 都 有 单位 到 它 的 惟一 的 左 移 .所 以 ,出 这 样 的 左 移 ,G。 上 的 
任意 一 个 切 向 量 * 就 惟一 确定 G 上 的 一 个 C 向 晤 场 *, 即 
str)} = (Ls, TEG,s EG,. (2.4.1) 
s 称 为 s 的 左 移 回 量 场 .2.4.1) 的 左 疝 又 常 简 记 为 上 ,ss 或 x*s. 
左 移 癌 量 场 s 是 左 不 变 的 .这 就 是 说 ,s 经 群 G 上 任意 的 左 移 
变换 不 变 , 邯 
Ls = £ 
对 任意 的 aEG 成 立 .这 是 因为 ,对 任意 a,xEG， 
(La) Cr) 一 (Leo * sla x) = (Lo) (Lele), 
一 《了 es = s(x), 
事实 上 ,s 的 左 不 变性 从 直观 上 看 是 显然 的 . 
反之 , 若 5 是 李 群 G 上 的 一 个 左 不 变 向 量 声 , 即 
Ls = #, XEGUG, 
于 是 ,s 在 xz 的 值 s(z) 即 为 
S(T) = (Les)tr) 一 【《 工 :jese， 
所 以 区 zz) 是 出 单位 上 的 切身 量 5s 左 移 得 到 的 , 即 半 是 zfe) 的 左 
移 向 量 场 ,于 是 就 得 到 
定理 2.4.1 李 群 G 上 的 同 量 场 蚌 左 移 同 量 场 必须 瑟 只 须 
它 是 左 不 变 的 . 
因此 , 李 群 G 上 的 左 不 变 向 量 场 都 是 C 的， 
设 L(G) 是 李 群 G 上 全 伍 太 不 变 回 量 场 的 集合 .在 L(G) 
中 ,其 元 素 作 为 癌 量 自然 可 以 进行 线性 运算 和 交换 于 运算 .对 任意 
的 aEG, 芝 ,了 EL(G) 以 及 任意 的 实数 4 和 jp, 出 征 理 2.4.1， 
LAAK + pur) =ALX + pL = AX + pY, 
LlX,Y|=[LX,LY) = [X,Y]. 
于 是 AXTpY, [XX, 了 EL(G), 即 左 不 变 癌 量 场 经 线性 运算 和 交 
换 子 运算 其 左 不 变性 不 变 . 又 出 堪 不 变局 晤 场 即 堪 移 同 量 场 与 G， 


”1 二 。 
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中 切 向 基 之 间 的 一 一 对 应 关系 , 它 纵 出 
GL(G) 

的 一 个 线性 同 构 . 所 以 ,L(G) 是 一 个 n 维 的 实 李 代数 , 它 是 G 上 
全 体 向 量 场 的 李 代 数 V(G) 的 一 个 n 维 子 代数 . 

设 Ei,…,E, 是 G, 中 任意 取 定 的 一 组 基 ,E1，…,E, 是 与 它 
们 对 应 的 左 移 向 量 场 ,它们 在 G 上 的 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 , 即 
(E;) 是 GG 上 的 一 个 标 架 场 .并且 ,由 如 到 L(G) 的 线 社 同 构 ， 
忆 …, 瑟 是 L(G) 的 一 组 基 . 

另 一 方面 ,对 G, 中 任意 取 定 的 一 组 基 EE,(i 二 1,…,n), 基 本 
微分 式 w 可 表示 为 

w = wh,, 
中 wi(i=1,…,n) 都 是 左 不 变 的 ,因为 
wlE;) = FE; = w' (Ei)E,, 7 = ,nn. 
所 以 
ow {EE) = , jf ,sn 

即 (wi)(i=1,…,n) 是 GG 上 与 标 架 场 E(i=1,…,n) 对 偶 的 余 切 
标 架 场 . 

现在 由 李 群 G 的 结构 方程 来 看 L(G ) 的 李 代 数 结构 . 

定理 2.4.2 若 % 是 李 群 G 上 的 左 不 变 微分 式 , 芝 是 GG 上 的 
诺 不 变 向 量 场 , 则 

P(X) = ge(X,), 

即 w( 芝 ) 为 常数 . 

证 明 因为 w 和 芝 都 是 左 不 变 的 ,它们 必 可 表示 为 

p = pw ,XX =z, 
其 中 gp 和 Xi(i=1,…,n) 都 是 常数 , 则 由 (2.4.1)， 
PX) = po KE) = pK (BE) = PX 

所 以 gp( 玉 ) 为 常数 . 

进一步 还 不 难 证 明 下 列 结 论 . 

李 群 G 上 的 一 个 微分 式 如 果 在 任意 左 不 变 向 量 场 的 取 值 均 
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为 常数 , 则 它 是 左 不 变 的 . 

李 群 G 上 的 一 个 向 量 场 ,如 果 任意 左 不 变 微分 式 在 这 个 向 量 
场 的 取 值 是 常数 , 则 它 必 为 左 不 变 向 量 场 . 

定理 2.4.3 设 避 是 李 群 ,yp 是 G 上 的 左 不 变 微分 式 , 耻 和 
了 是 G 上 的 左 不 变 向 量 场 , 则 


dp(X,Y) + 39(LX,Y]) = 0. (2.4.2) 
证 明 由 第 一 章 中 的 外 微分 公式 (1.6.2)， 
dp (X,Y) = (Xp(Y) - Yp(X)) -p(X,Y)). 
由 定理 2.4.2,g(X) 和 p( 了 了 ) 都 是 常数 ,所 以 
dp(X,Y) = 一 序 g([ 于 ,也 ])， 
由 公式 (2.4.2) ,对 4 维 李 群 G 上 的 基本 微分 式 w= wj; 和 
左 移 向 量 场 E(i=1,…,n)， 
dui(E,Es)= -ow ([E, ED), 让 二 = 二 
(2.4.3) 
男 一 方面 ,由 李 群 G 的 结构 方程 
do (E;, Es) =— TO A (EE) = ~ TC 


= 二, 1 i (2.4.4) 


比较 (2.4.3) 和 (2.4.4) 就 得 到 
wi{[E, Es]) = Ch ijsk = 1,.,n. 
叉 因 为 (wi)(i = 二 1,…,n) 是 标 架 场 ,所 以 
[E,E] = ChE:;, (2.4.5) 

这 就 是 L(G) 的 李 代 数 结 构 . 并且, 李 代 数 上 (GG) 的 Jacobi 恒等式 

{ [Ei,E], El+ [[E ,El,E]+[[E,El,E| = 0, 

一 
结构 常数 在 局 部 坐标 系 中 的 计算 公式 2.3,14) 也 可 以 由 
"11 * 
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(2.4.5) 导 出 . 
设 U:(z)(i=1,…,n) 是 n 维 李 群 G 在 单位 e 近 旁 的 一 个 
坐标 系 ,在 G 中 取 一 组 基 EE, = ) =1,…,n), 经 左 移 得 到 
左 不 变 标 架 场 E,(i = 1,…,z), 即 有 
Ez) = ( 声 ) =- 2 六 


ar: ay 


可 


i=1,,n. 
ee 


这 时 
[E,E] = CCE, i,j,k = 1,,n. (2.4.6) 
而 


[B= Li) 
-| ,0 
ay | -az 39% 
_ 3(zy) 2 )2 
am oF 1.l92 

_ (zy) 2 (Ley -2 

3% | -am 3y |,-elar’ 
因为 Ci 是 常数 , 且 [E;, 玉 ] 是 左 不 变 的 ,特别 在 上 式 中 取 zx = e， 

就 得 到 


,| 


了 (yi a2t 并 
[BE (5 
所 以 
,97(ry} 92(ry)! 上 
Ci = arawr ey day Es + = 1， rs. 
这 就 是 (2.3.14). 


因为 ,由 G, 中 任意 的 向 量 XX 与 由 它 经 左 移 得 到 的 左 不 变 向 
景 场 XX 的 对 应 是 
Ge.” L(G) 
的 线性 间 构 ,所 以 ,我 们 可 以 自然 地 将 李 代 数 工 (G) 中 的 乘法 即 交 
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换 子 运算 搬 到 G, 中 来 , 即 在 G, 中 定义 交换 于 运算 
[X,Y] = [X,Y],, X,Y € G,.. 
这 样 ,G, 也 就 成 为 一 个 维 李 代数 , 称 为 李 群 G 的 李 民 数 , 并且 ， 
由 子 左 移 保持 交换 子 运 算 , 即 有 
[X,Y|= [X,Y], X,Y€ G, 
其 中 [ 久 ,Y] 表 示 由 [ 义 ,Y | 左 移 得 到 的 向 量 场 .所 以 , 左 移 给 出 了 
G, 到 L(G) 的 一 个 李 代 数 同 构 . 由 (2.4.6), 在 Ge 中 
[E,, FE] 一 CiE;, isjsk 一 工作. 
子 是 ,基本 微分 式 w 就 是 一 个 取 秆 子 李 代 数 G, 的 一 个 数 分 
式 .对 于 取 值 于 任 一 个 x 维 李 代数 工 的 微分 式 w 和 多, 对 工 中 性 
意 取 定 的 一 组 基 瓦 (=1, ,2), 它 们 不 仅 可 以 自然 地 表示 为 
w=wE, p= pkE,, 


并 定义 线性 运算 和 外 数 分 运算 ; 
A 十 pp 一 【ao + up ' ) FE;, As2 ER, (2.4.7) 
dw = dw'E,. (2.4.8) 
我 们 还 可 以 定义 乘积 运算 : 
wAp= ew A pILE:,E;], {2.4.9) 


中 入 9 也 称 为 w 与 9 的 外 积 ,或 与 9 的 交换 子 ,也 记 作 [w, gj. 
定理 2,4.4 设 w 和 gg 分 别 为 r 和 s 阶 的 取 什 于 x 维 李 代数 
L 的 微分 式 , 则 
外 内 及 三 【一 1)"+ip Aw, {2.4.10) 
d(w A wp) = do APp+t(-1)w Adp. (2.4.11) 
证 明 设 巨 (i 二 1,…,n) 是 LL 中 任意 取 定 的 一 组 基 , 则 有 
whAp=w A piE,E;|]= (— Digi A wlE;,E;] 
={— 1)"™ip A ww, - 
以 及 
d(w A op) =d(w' AL[Ei 五 
={dwi A pi + (- 1)w: A dp i){E,E;] 
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=dw A p+(- lw A dp， 
须 注意 ,对 取 值 于 李 民 数 的 微分 式 , 外 积 的 结合 律 不 成 立 . 
定理 2.4.5 设 G 是 n 维 李 群 ,w 是 它 的 基本 微分 式 , 则 它 
的 结构 方程 可 表示 为 


dew 一 一 Dw Aw, {2.4.12) 


Jacobi 等 式 为 
(wwAw)Aw=0. (2.4.13) 
证 明 设 E(i=1,…,nw) 是 G, 中 的 任 一 组 基 , 则 w= w 正 ;， 

且 有 颖 构 方 程 


do = 一 六 Goj A ef i = le 
于 是 
dE, = 一 汉 Ci A cj = 六 dj 内 oFE;, E:], 
这 就 是 
de 三 一 六 A. 


将 上 式 外 微分 一 次 , 则 有 
dw Aw—-wA dw = 00, 

于 是 

《大 四 一 本 (wo) = 站 
义 由 于 ww Aw 和 w 分 别 为 二 阶 和 一 阶 的 ， 

(ww Awm})Aw =-wAh (lw A ww), 
所 以 

{tw Aw)Aw= 0. 
这 就 是 Jacobi 等 式 . 这 一 事实 也 可 以 由 外 积 的 定义 (2,4.9) 直 接 验 
证 . 
例 2.4.1 2 阶 一 般 线性 群 GL(n,R) 可 以 看 成 是 全 体 % 阶 
非 奇 矩阵 对 矩阵 的 乘法 所 成 之 群 , 它 是 一 个 n? 维 李 群 .其 李 人 代数 
G, 称 为 n 阶 线性 李 人 代数, 并 记 作 gi(n,R),gi(n,R) 是 一 个 天 
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维 的 疝 量 空间 , 它 可 以 看 成 是 由 全 体 n 阶 和 矩阵 构 成 的 , 设 BE 是 一 
个 2 阶 和 矩阵 ,其 第 i 行 ; 列 的 元 素 为 1, 其 余 元 豪 均 为 0, 显 然 ,全 
体 世 (i,j=1,-…,7) 构 成 gi (x ,R) 的 一 组 基 . 于 是 , gl(n,R) 中 
”的 任意 元 京 A 就 可 以 表示 为 

A = ai 
或 

A = (as). 

为 决定 gl ln, 上) 的 李 代 数 结构 ,只 须 计 算 其 结构 常数 . 设 工 = 

(xz) ,y= EGL(n,R),N 


zy = ((xy)d)= (Dy ). 
于 是 ,由 结构 常数 的 计算 公式 (2.3.14)， 


cy 9 {zxy)" 时 日 2 和 yy 
bm Way 中 | az 并 | 


92( Dl rrys) 92( Dl iy ) 
一 二 上 天 三 
5 
= 二 (5 一 2 


r= 


T= y= 


=0 8 — OO ji,kylm,h = 1,.,n. 
于 是 
[ Ew, Ens] = Ch, mEsy = bnBu — DuEm 
= Elm ™— Eps 
因此 ,对 gi (rn 天 ) 中 任意 元 率 A=(as) 和 B= (的 )， 
[A,B] = [atEu ,a™Enm ] = a | En , Em | 
=atp™{ EE ~ EvwEn) = AB- BA. 
这 就 是 说 ,n 阶 线性 李 代 数 gi(n ,RR) 就 是 由 全 体 n 阶 和 矩 阵 对 交换 
子 运算 
[A,B]= AB -BA 
* 120 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


所 成 之 李 代 数 . 
进一步 还 可 以 证 明 , GL(n ,RR) 的 子 群 , 么 模 群 SL (nm , 民 ) 和 
正 交 烙 O(n ,RR) ,它们 的 李 代 数 stn ,RR) 和 oln ,RR) 也 是 g(x， 
民 ) 的 子 代 数 ,分 别 由 全 体 迹 为 零 的 n 阶 答 阵 和 全 体 n 阶 反 称 短 
阵 椅 成 ， 
例 2.4.2 直线 尽 上 的 仿 射 变换 
x: Rk 
可 表示 为 
pzript+x, pER, 
即 
rx(p)= rpt+ zx. 
其 中 x! 和 x” 为 实数 , 且 x1 隆 0,(x! ,x *) 可 理解 为 的 坐标 , 变 
换 x 和 y 的 乘积 可 征 久 为 
(xy){p) = ry(p)), PER. 
于 是 ,车 z=(z1,z ),y 二 (yl!,y), 则 有 
(zy){(p) =zx(y(p)) = zr(ylp+y) 
=(x y p+ry +x, 
不 雅 验证 ,对 此 乘法 ,人 全体 仿 射 变 搞 构 成 一 群 . 
因此 ,直线 及 上 的 仿 射 变 搞 帮 可 看 作 在 
G= {x= (zl,x) xlzER 尺 zl 天 0 
中 证 六 乘法 
(xy)! = ziy!, 
en 
所 成 之 群 ,这 是 一 个 二 维 李 群 .其 单位 元 素 e = (1,0),x 的 逆 元 
zr- 1= ({xrly 1, ~ rx}"™1), 由 
(2 | CE , 
3 了 = 0 zx! 


ay 


就 得 到 
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| 
2 | = 了 dr 
它们 构成 工 (已 ) 的 一 组 基 . 又 由 


就 得 到 群 G 的 结构 常数 
Ci =0, Ch=1=-(， 

其 余 为 符 . 结 构 常 数 也 可 以 由 (2.3.14) 直 接 计 算 ， 
cl _ (zy 要 a2 | =0 
” Ardy oe de og liomgsd 
C1 _ (YY _972(zy) 二 1] 
3rdy” r=y=e zr29yt P= =. 

例 2.4.3 平面 R* 上 前 运 动 
T: R*:— R?, 


它 使 平面 R* 上 任 一 点 p=(p1, 户 *) 变 为 


zx(p) = {ploosr’ 一 prsinr? + zs plsinr’? + pieosx? + x), 
(2.4.,14) 
其 中 x' ,x 和 x 为 任意 实数 .于 是 运动 zx 可 表示 为 (x!, zx?， 
XT ) 并且, 运动 了 = (zlzr2z3 和 yy=(312, 轨 ) 的 乘积 可 定义 


为 


(x tp) = y(r(p)), (2.4.15) 
并 不 难 验 证 R* 上 全 体 返 动 对 上 述 飞 法 构成 一 人群 . 按 此 乘法 ， 
(zy) (tp) 和 xz( 思 ) 叉 可 表示 为 p'(xzy) 和 p'x( 称 为 右 作 用 的 ). 由 


(2.4.14) 和 (2,4.15), 
plm)= (pr):y 


=(plos(z + y) ~ psin(r + y) + y+ rlony — x isiny’, 
pisin(x + y) + pros(z + y+ y+ rlsny + riomy), 


因此 ,平面 上 的 运动 群 ( 右 作用 的 ) 可 看 作 是 在 
G= lr= (rl,r ,x) | rl,r ,xi ERI 
定义 乘法 
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(zy) =y! 十 leosy3 一 Xisiny’, 

(ry =y + lsiny3 + ricosy’, 

(xy)3 =z3+ 人 
所 成 之 群 ,这 是 一 个 三 维 李 群 ,其 单位 元 素 e= (0,0,0),xz= (zx)， 
并 ) 的 逆 元 


过 一 【一 loosx3 — reinz’? ,rlsinr? — 了 2oosz3， 一 区 3)， 
转 
. 0 0 
a ry) 
( : }= 0 1 01, 
dy Y= 2 
一 zx 1 


就 得 到 L(G) 的 一 组 基 


-| -| 
E =L (F371) = Fi 
0) 3 
E -=L,(3%3) = 3 
3 二 13 3 
一 Te 闻 一 一 一 十 一 -一 十 一 -一 ， 
E L. (52) ”azl ”azz 37 
又 转 
3 好 
[Ei ,E,] | | 0， 
Ta _.2.3. 1 马 | 
[Ei ,Es] lyse 民工 了 2 二 了 3 
sr 
-52 Ee 
日 2 1.9 9 
[EzsEsl =| 5 一 zx 了 iT 十 之 好 | 
-| 
-571 E 


就 得 到 解 G 的 结构 带 数 
人 2 一 心 一 Cys i = 1,2,3, 
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Cy =—-Ch=-1, C= C= C= Ch=0. 
同样 ,上 述 结构 常数 也 可 以 由 (2.3.14) 直 接 计算 . 


§5 局 部 李 群 ,基本 定理 


在 前 两 节 中 ,我 们 讨论 了 李 群 的 一 些 基本 性 质 ,其 主要 内 容 可 
以 归纳 为 以 下 的 三 个 定理 ,并 分 别称 为 李 氏 第 一 .第 二 和 第 三 定 
理 . 

定理 2,5.1 在 x 维 李 群 G 上 ,存在 n 个 左 不 变 的 处 处 线性 
无 关 的 微分 式 wr(i =1,… ,nn), 满 足 李 群 的 结构 方程 


dui =— Ci A wf, i=1, an. (2.5.1) 


其 中 Ch = - Ci 为 常数 ,并 且 , 若 w= (wi), 为 便 同 , 则 w 就 是 李 
群 G 的 基本 微分 式 . 

定理 2.5.2 在 维 李 群 G 上 ,全 体 左 不 变 的 向 量 场 对 线性 
运算 和 交换 子 运 算 构成 一个 n 维 李 代数 L(G). 因 此 ,在 G 上 必 
存在 n 个 左 不 变 的 处 处 线性 无 关 的 向 量 场 即 一 左 不 变 的 标 架 场 
到 (=1,…z) ,使 

LE,E] = ChE:, i = 1,…,n, (2.,5.2) 

其 中 C4 为 常数 . 

定理 2.5.3 ”任意 一 个 n 维 李 群 G 都 有 一 个 维 李 代数 
并 且 , 由 左 移 就 自然 地 给 出 G。 与 G 的 左 不 变 向 量 场 李 代数 L(G) 
之 间 的 一 个 李 代 数 同 构 . 

自然 会 有 反 过 来 的 问题 : 

1. 在 一 个 4 维 微分 流 形 V 中 ,车 有 个 处 处 线性 无 关 的 微 
分 式 ,有 满足 方程 (2.5.1) ,可 否 在 V 上 定义 群 的 运算 使 V 成 为 
一 个 维 李 群 ,并 以 (wi) 为 它 的 左 不 变 微分 式 ， 

2. 在 一 个 维 微分 流 形 V 上 ,车 有 标 架 场 (i =1,…,n) 
县 满足 方程 (2.5.2) ,是否 可 在 V 上 定义 群 的 运算 使 V 成 为 一 个 
n 维 李 群 ,并 以 (EE) 为 它 的 左 不 变 标 架 场 
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3. 对 任意 给 定 的 一 个 n 维 实 李 群 代数 ,是 杏 存 在 * 维 李 群 
以 它 为 这 个 李 和 群 的 李 代 数 . 

阿 符 这 些 问题 的 就 是 李兵 第 一 .第 二 和 第 三 定理 的 道 , 通 常 也 
称 为 李 拓 基本 定理 .由 于 反 过 来 的 间 题 必然 牵涉 到 微分 方程 的 求 
解 间 题 ,所 讨论 和 解决 的 问题 都 是 局 部 的 . 为 此 ,必须 引进 局 部 李 

定义 2.5.1 设 V 是 nn 维 CC(r 守 2) 流 形 ,e 是 Y 中 的 一 点 ， 
W 是 VXxV 中 点 le,e) 的 一 个 邻 域 ,车 有 WW 到 V 的 一 个 Cr 映射 

fi: WV 
并 将 (zy 多 E 古 ) 的 像 f(z ,y)(E TV) 记 作 xy, 即 
(Ty Ty, (ry) EE WryEV. 

满足 

1. 着 (e,y)EW, 则 ey= y. 

2, 车 (xz,e)EW, 则 xe = zx. 

3. 者 (xz,y),(y,z) ,Lry1z),(K ,yz) 都 在 WW 内 , 划 有 

(xy)z 一 工 ( 3) 

则 Y 就 称 为 一 个 n 维 r 阶 的 局 部 李 群 ,上 述 映 射 也 称 为 村 法 ,e 


也 称 为 单位 ， 
一 般 均 般 设 + = + oo ,并 简称 为 局 部 李 群 . 
由 ey=y， 
7 
9y J|.-. 
为 单位 矩阵 . 因此 ,在 e 近 旁 ,由 方程 
XYy=€ 
可 惟一 地 解 出 y. 同样 ,由 方程 
i 一己 ， 


在 e 近 旁 可 惟一 地 解 出 z. 并且, 由 定义 2.5.1 中 的 条 件 3 
(xz)y = x(xy), 
即 有 
ey 一 2 
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叉 由 定义 中 的 条 件 1 和 2， 
三 
因此 ,对 e 近 旁 的 任 一 元 素 x, 可 推 一 的 定义 
= Y= 二 多 
使 
xzt l= x lr = e, 
并 称 x :为 了 的 逆 元 ,特别 ,单位 e 有 推 一 的 逆 元 e”!=e, 因 为 
2E 二 ££. 
可 见 , 局 部 李 群 与 李 群 的 差别 只 在 于 乘法 定义 在 单位 的 近 旁 . 
车 WW= VxV, 则 VV 就 是 李 群 .因此 , 李 群 一 些 性 质 , 如 左 物 , 基 
本 微分 式 和 左 不 变 向 量 场 等 概念 以 及 有 关 的 定理 对 局 部 李 群 都 成 
立 , 只 要 局 限于 单位 e 的 近 旁 . 
为 了 证 明 李 兵 基 本 和 定理, 先 证 明 下 列 一 个 关键 的 预备 定理 , 因 
为 所 讨论 的 范围 都 是 局 部 的 ,不 芒 假 设 Y 是 nn 维 欧 色 空间 民 " 的 
一 个 邻 域 . 
定理 2.5.4 在 V 上 的 个 处 处 线性 无 关 的 微分 式 
w= (w), i= 1,",n 
是 一 个 * 维 局 部 李 群 的 左 不 变 余 切 标 架 场 必须 且 只 须 VxV 上 
的 全 微分 方程 组 
wrI) wr) =0, (rE VxXV (2.5.3) 
是 完全 可 积 的 . 
证 明 ”必要 性 .因为 wi(i =1,…,n) 在 每 一 点 都 是 线性 无 关 
的 ,所 以 他 .5$.3) 候 定 2n 维 微分 流 形 Vx V 上 的 一 个 维 平面 
娥 .又 因为 V 是 n 维 的 局 部 李 群 , 且 w 是 左 不 变 的 , 则 过 VxV 
上 的 任 一 点 La,5), 都 有 xn 维 的 积分 流 形 
TI (rx,ba lx), 
即 工 = 如 -1z. 所 以 (2.5.3) 是 完全 可 积 的 . 
充分 性 . 因为 2n 维 微分 流 形 VxV 上 的 2 维 平面 场 
wrx) wrx) =0, (rz)E VxXV, (2.5.4) 
是 完全 可 积 的 ,所 以 者 在 VV 中 任意 取 定 一 点 e, 则 对 Y 中 任意 一 
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点 a ,在 (e,a) 近 旁 ,有 过 (e,a) 的 惟一 的 C” 积 分 流 形 . 又 因为 
ww (i 二 1,…,n) 在 每 一 点 都 是 线性 无 关 的 ,所 以 ,这 个 积分 流 形 可 
以 表示 为 

rr” {xr,fla,r)), rEV, 
凤 


T= fla,z), xzEV, {2.5.5) 
并 县 
a= fta,e). {2.5.6) 
将 f(a ,zx )(EE VV) 定义 为 a 与 x 的 乘积 ax, 即 
X= ar, arEtvV, (2.5.7) 
并 且 , 由 (2.5.6)， 
ae =a, aE€tvV. (2.5.8) 


现在 证 明 , 如 此 定义 的 乘法 , 即 在 (ge ,e) 近 旁 定 义 的 C” 鼎 射 
tax) ar(E V), a EV, 

定义 一 个 = 维 局 部 李 群 ,这 只 须 证 明 , 上 述 乘 法 满足 局 部 李 群 的 

定义 中 的 三 个 条 件 . 

由 人 2.5.7),x = ez 是 方程 (2.5.3) 的 过 (ee,e) 的 n 维 解 ,而 
zr 王 工 是 方程 (2.5.3) 的 过 (e,e) 的 一 个 显然 的 n 维 解 .由 惟一 性 ， 
在 e 近 旁 

eT 二 ， 
条 件 1 成 立 . 叉 由 {2.5.8), 条 件 2 也 成 立 . 

由 于 了 = ar 是 方程 (2.5.3) 的 解 , 即 V 上 的 上 映 射 + 一 ar 保持 

w 不 变 , 也 就 是 左 乘 保持 w 不 变 . 于 是 ,在 e 近 旁 ,对 任意 的 < ,5， 
Tar—b(lar) 

保持 w 不 变 , 并 且 , 这 时 

ea ba, 
所 以 

X= blar) 
是 方程 (2,5.3) 的 过 {e ,ba ) 的 x 维 解 . 又 因为 

x = (ba)x 
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也 是 方程 (2.5.3) 的 过 (e, 如 ) 的 二 维 解 ,由 惟一 性 ,在 e 近 旁 
glar} = (ba)r, 

条 件 3 成 立 . 

于 是 , 按 上 述 定 义 的 乘法 ,在 e 近 旁 定义 了 一 个 n 维 局 部 李 
群 ,其 单位 为 ,映射 一 ar 保持 ww 不 变 , 即 w 是 左 不 变 的 . 

进一步 ,车 ww 是 恒 同 , 则 w 就 是 这 个 局 部 李 群 的 基本 微分 
式 . 

显然 , 耕 w 是 解析 的 , 则 对 应 的 局 部 李 群 也 是 解析 的 . 

定理 2.5.5 设 w(i=1,…,n) 是 V 上 的 n 个 处 处 线性 无 关 
的 微分 式 , 满 足 方程 


di =— FC A wk, 1=1,,n, (2.5.9) 


其 中 (为 常数 , 且 
Cat+ Cs =0, ij,k = 1,,n, 
则 w= (wi 二 1,…,n) 必 为 一 xn 维 局 部 李 群 的 左 不 变 微分 式 . 
证 明 由 预备 定理 2.5.4, 只 须 证 明 Vx Y 上 的 n 维 平面 场 
wr) -wlr)=0, (zz)E VxV, 
即 
we) -wilrz) =0, := 1,°,n (2.5.10) 
是 完全 可 积 的 .由 (2.5.9)， 
d(oi(E) - ai(z)) = dwi(Z) -dat(z) 
=- 去 Gor(E) A ot (2) — ZChe (zr) A wt(z) 
=— Ci (FE) A (ar(z) -oflz)) 
tat(z) A (ow (zr) — w lr)). 
由 Frobenius 定理 ,方程 (2.5.10) 即 (2.5.3) 是 完全 可 积 的 . 
这 就 是 李 氏 第 一 定理 的 道 . 
由 证 明 的 过 程 可 见 , 定 理 成 立 的 关键 是 方程 (2.5.9) 中 的 Ch 
为 常数 ， 
夺 12% 站 
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由 这 个 定理 不 难 推出 李 氏 第 二 定理 的 逆 , 因为 ,根据 向 量 场 与 
微分 式 在 每 一 点 的 对 偶 关 系 , 我 们 可 以 把 向量 场 的 问题 转化 为 微 
分 式 . 

定理 2.5.6 设 工 是 Y 上 的 一 些 C” 向 量 场 对 线性 运算 和 交 
换 子 运算 构成 的 = 维 实 李 代 数 ,并 且 , 在 每 一 点 请 筷 立 , 工 , 都 是 
维 的 , 则 工 必 为 一 二 维 局 部 李 群 的 堪 不 变 向 量 场 的 李 代数 . 

证 明 设 王 ,也 是 = 维 李 代数 工 的 一 组 基 , 由 定理 的 假 
设 1,*… ,EE 在 V 上 是 处 处 线性 无 关 的 ,并且 

[E,BEl] = CGE:, i,j,k = 1,.,n, 
其 中 Cx 为 常数 , 旦 
Gt Oh =0, ivjk = 1,,n. 
于 是 ,由 
w (BE) = ,i,j = 1,…,n, 
就 得 到 YY 上 的 x 个 C” 的 微分 式 w!,…,w"' ,它们 在 W 上 的 每 一 
点 也 都 是 线性 无 关 的 . 并且, 由 第 一 章 中 的 外 微分 公式 (1,6.2)， 


dei (BE) = (Ei(E) - Ewi(B) - wi([E,E])) 


= -了 ai(GE) = 一半 (G， 
因为 ,( 马 ) 和 wi(i =1,…,n) 在 了 上 的 每 一 点 都 是 到 为 对 偶 的 
基 , 且 0%= 一 06, 所 以 
du = 一 Ci A we, f= ,Nn. 

由 定理 2.5.5,o = (wi) 必 为 一 * 维 局 部 李 群 的 左 不 变 微分 式 .于 
是 ,已 (i =1,…,n) 就 是 这 个 局 部 李 群 的 左 不 变 向 量 场 . 这 也 就 证 
明了 工 是 这 个 局 部 李 群 的 左 不 变 向 量 场 的 李 代 数 . 

下 面 证 明 李 氏 第 三 定理 的 逆 . 关键 是 构造 适合 方程 (2.5.9) 的 
微分 式 w= (wi)(i=1,…,n). 

定理 2.5.7 设 工 是 一 个 维 实 李 代数 , 则 必 有 n 维 局 部 李 


群 以 工 为 它 的 李 代 数 ， 
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证 明 ”因为 L 是 李 民 数 , 则 工 中 的 任 一 元 素 z 都 决定 二 到 L 

的 一 个 线性 映射 , 记 作 工 
立 LL, 
它 使 
y 一 [yszrj，?37E 工 . 
即 zy=[y,],[y,z] 表 示 工 中 的 换 位 子 运 算 . 显 然 ,之 对 z 也 是 
线性 的 , 即 
Artpy = Artpy, rx,yEL,ApEL. 

者 在 工 中 任意 取 定 一 组 基 , 工 就 可 以 表示 为 一 个 n 阶 矩 阵 . 有关 
运算 也 可 以 表示 为 普通 矩阵 的 运算 ， 

因为 工 是 向 景 空间 ,xz 又 可 以 看 作为 L 在 x 的 切 空间 工 , 至 
L 的 一 个 线性 映射 ,所 以 ,x 可 以 理解 为 n 维 微分 流 形 二 上 的 取 值 
于 nn 维 李 代数 工 的 一 个 微分 式 . 子 是 ,对 任意 的 zEL 和 :ER， 


= nl 
在 任 一 个 有 和 界 区 域内 是 一 致 收 化 的 ;并 记 作 e 芷 , 妈 
Pe (2.5.11) 


其 中 xz" 表示 恒 同 映射 , 当 六 1 时 = 工 *… 工 . 令 
p(t) = > es (2.5.12) 


这 是 定义 在 L 上 的 取 值 于 工 的 解析 的 一 次 微分 式 , 且 解析 地 依赖 
于 上 ,对 工 - 上 任 一 切 向 量 dz , g(t) 的 值 为 


p(ti,dz) = > 二 zl。dz (2.5.13) 
由 (2.5.12) 和 {2.5.11) - 

ZF = > a = et—1, (2.5.14) 
即 

gf(tdr) = (ee 一 1)。dz， (2.5.15) 


”1 加 ， 
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其 中 “1 表示 人 恒 同 ,习惯 地 ,人 恒 同 映射 作为 微分 式 也 常 表示 为 dz， 
这 里 dx 表示 微分 式 ,使 
dx( 义 ) = 芭 ， 
处 表示 在 z 的 任意 切 向 景 .因此 ,(2.5.11) 也 可 以 写作 
2 = et— dr (2.5.16) 
用 "表示 对 + 的 微 商 ,d 表示 在 L 上 的 微分 .于 是 


由 (2.5.16) 
中 = zp 十 dz， 
a 
由 三 [pz]+dz 
或 
| p=pArtdr, (2.5.17) 
于 是 


(pAgp) =pAptpopAp=29Ap 
=2(p AX)Agp+2dzr Ap. (2.5.18) 
设 E(i=1,…,) 是 工 中 的 一 组 基 , qq = gpg 下,,zx 二 zx 下 ,它们 
分 别 为 一 次 的 和 零 次 的 微分 式 . 则 由 Jacobi 恒等式 
(pAz)Ap=rp' A pelLE,,E,],E,] 
== zp' 入 Pp*([LE;,, E,],E;] + [[E; , Ei] ,E;]) 
: =- {pAzrz)Ap+(lpAp)Arz, 
这 就 得 到 
2(P Az)Ap= (pAp)Az. 
于 是 ,(2.5.18) 就 化 为 
(p Ag) = (pA pAzrt2dr A pgp, (2.5.19) 
再 对 (2.5.17) 作 外 微分 ,得 到 
dp = dpAzx~- Pp Adr, 
即 有 
(dp = dp Axz-pA dr. (2.5.20) 
" 131 : 
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由 (2.5.19) 和 (2.5.20) 就 得 到 
(dp +29 Ap) = (dp+ 羡 p Ag) 人， 
妈 
《dp + 放 9 A np)'= rldog + 方 9 A ow). 
因为 是 L 上 的 线性 映射 ,上 式 说 明 dp + 才 p 人 g 作为 + 的 函数 
满足 上 列 齐 次 线性 微分 方程 . 又 由 于 p(0) = 0, 则 有 
(do + 本 9 A pp) 1 -0 = 0, 


于 是 ,由 解 的 惟一 性 
dp+ DpAp=0. (2.5.21) 
特别 , 令 
即 
站 (2.5.22) 


| 
r=1 站 


它 是 工 上 的 一 个 解析 的 微分 式 , 且 满足 方程 
dew 十 pe Aw = 人 0, 
即 
dei = 一 六 Co A we, t=1,,n, (2.5.23) 


其 中 w= wE;, Ch 为 李 代 数 L 对 基 EE;(i 二 1,…,n) 的 结构 常数 . 
马 因 为 中 在 z=0 处 为 恒 同 ,ww 在 x=0 近 旁 是 不 退化 的 ,所 

以 w= (Cw)(iz 二 1,…,n) 是 0 近 旁 的 处 外 线性 无 关 的 解析 的 微分 

式 , 且 满 足 方程 (2.5.23). 于 是 ,由 定理 2.5.5, 它 在 0 近 旁 确定 一 

个 维 的 解析 的 局 部 李 群 ,其 单位 为 口 , 并 以 w 为 它 的 基 式 微 

俘 式 .这 时 ,w 的 取 值 空间 G, 就 是 上 , 群 的 左 移 自然 地 给 出 工 与 群 

的 左 不 变 向 量 场 李 代数 之 间 的 同 构 . 所 以 , 工 就 是 这 个 解析 的 n 
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维 局 部 李 群 的 李 代 数 . 
定义 2,5,2 从 一 个 局 部 李 群 V 的 单位 的 邻 域 到 另 一 个 局 
部 李 群 V 的 一 个 C 有 贞 射 称 为 局 部 同 态 ,如 果 它 保持 乘法 . 若 上 映射 
是 微分 同 胚 , 则 称 为 局 部 同 构 . 两 个 局 部 李 群 称 为 局 部 同 构 的 ,如 
果 它 们 之 间 存 在 一 个 局 部 同 构 . 
因为 李 群 也 是 局 部 李 群 ,此 定义 适用 于 李 群 . 
设 e 和 E 分 别 为 局 部 李 群 VW 和 VV 的 单位 元 素 ,g: VV 为 局 
部 同 态 .由 于 gq 保持 滋 法 ,以 及 ee =e, 则 有 
plejple) = ple). 
所 以 gle) 为 VY 的 单位 , 即 z= eofe),Pp 将 Y 的 单位 的 邻 域 映 到 V 
的 单位 的 邻 域 ,p 在 单位 的 切 映 射 
Pe Ve Vs 
为 V 的 李 代 数 V 到 V 的 李 代 数 VY. 的 线性 蜡 射 .下面 进一步 证 
明 ,gp。 还 保持 VY 中 的 换 位 子 运算 , 即 gp, 为 李 代 数 同 态 . 
定理 2,5.8 局 部 李 群 的 局 部 同 态 在 单位 的 切 瞎 射 是 李 代 数 
同 态 . 
证 明 设 V 和 VV 是 局 部 李 群 ， 
人 : VV 
为 局 部 同 态 . 由 vw 保持 乘法 , 则 q 保持 左 移 , 即 对 Y 中 任 一 元 素 
pp， 
Pp* Lp = Locp)* 9. 
设 轻 是 V 中 在 一 切身 量 , 它 对 应 Y 中 的 左 移 向 量 场 天 ， 
pwXK( 所 到) 对 应 六 中 的 左 移 向 量 场 p.X. 由 (2.5.12)， 
Pup = PXytps PEVY. 
又 由 李 群 的 李 代 数 与 它 的 左 不 变 向 量 场 之 间 的 同 构 ,对 任意 的 
X,YEV. 和 peEV, 
pelRX,Y] 0) = pr [XY]) = ps ([X,Y],) 
=[ peX, peY jotp) = [PX, PeY |pep), 
即 有 
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GelX,Y]= [9pX,pY], X,YEV., 
所 以 


为 李 代 数 同 态 . 
由 此 定理 可 立即 推断 , 若 p 是 局 部 同 构 , 则 只 是 李 代 数 同 
构 . 对 局 部 同 构 , 这 个 条 件 也 是 充分 的 .为 证 明 这 一 结论 , 先 证 明 下 
面 的 定理 . 
定理 2.5.9 设 V 和 V 是 局 部 李 群 ,p 是 V 的 单位 e 近 旁 到 
V 的 单位 z 近 闭 的 微分 同 胚 ,并 不 妨 设 为 
PF: VV, 
它 使 p(te) = 且 保 持 基 本 微分 式 不 变 , 荐 
PP 二 ws 
其 中 w 和 ww 分别 为 V 和 VV 的 基本 微分 式 , 则 gq 保持 左 移 , 即 
Pp° LL = Lop Pp, PEV. 
证 明 因为 p"w=wm, 且 ww 和 mm 都 是 左 不 变 的 ,所 以 
也 一 了 = w= pw = 9 Lop 
=p" Lipp! w. 
于 是 
L} gLipp! w= 
即 
(pLop PL) w= ww. 
因此 pg “!Loepy9L ! 是 VY 上 的 保持 基本 微分 式 w 不 变 的 变换 ,由 
定理 2.3.3,9 -Lo(py9L ' 必 为 V 上 的 左 移 . 又 因为 
(pLop gLp p= p, 
以 yp ILotpy9L 为 V 上 的 异同 , 即 有 
Pp" Lp= Loop °° Pp, PEV. 
此 定理 的 结论 也 可 以 表示 为 下 列 图 表示 的 交换 性 ， 


| 
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元 了 Lp F} 于 


定理 2.5.10 局 部 李 群 局 部 同 构 必 须 且 只 须 其 李 代 数 同 构 . 

证 明 必要 性 是 定理 2.5.8 的 显然 的 推论 ,现在 证 明 充 分 性 . 

设 了 和 Y 为 局 部 李 群 ,其 李 代 数 V. 和 六 中 取 对 应 的 基 使 
它们 有 相同 的 结构 常数 .因此 ,可 不 妨 设 内 = 太 , 且 是 ” 维 的 . 显 
然 ,Y 和 VY 也 是 n 维 的 . 

设 w 和 ww 分别 为 V 和 VY 的 基本 微分 式 ,它们 是 取 值 于 同一 
李 代 数 的 微分 式 ,考虑 VX 上 的 全 微分 方程 组 

oftz) 一 ofz)y)=0，(rz)E VxV, (2,5.24) 

因为 和 w 在 了 和 了 的 每 一 点 都 是 不 退化 的 ,(2.$.24) 决 定 
YXxVY 上 的 一 个 # 维 平面 场 . 

因为 w 和 w 取信 于 相同 的 李 代 数 , 则 由 结构 方程 ， 


daofz) — dw(x) = 一 lz) A 四 ({ 工 ) 十 w(x) A wlX) 


广 w (I) A (w(xz) - wlr)) 


一 六 ofz) A (w(xr) — wir)), 


所 以 {2.5.24) 是 完全 可 积 的 .因此 ,在 (s,s) 近 沉 有 过 (e,z) 的 肉 
一 的 n 维 解 并 可 表示 为 
r= f(x), rEV, 
使 8= fle). 这 是 V 的 e 的 一 个 近 旁 到 V 的 z 的 一 个 近 旁 的 一 个 
微分 同 且 ,使 
w{r) = w(xz), 
即 保 持 基 本 微分 式 不 变 ， 
了 = ww, 
由 定理 2.5.9, 了 保持 左 移 , 因 而 保持 匀 法 ,所 以 了 为 到 YY 的 局 
部 同 构 . 
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86 法 坐标 


定 区 2.6.1 从 实数 区 间 ( 一 58,8)(8 0) 到 一 个 群 G 的 岗 
射 
a: (- ,6)— 人 0 
称 为 G 的 一 个 线段 ,如 果 对 任意 的 1,s3 ,1+sE(-8,8)， 


als+1) = als)ja{t). (2.6.1) 
着 5=%, 则 a 称 为 G 的 一 个 线 群 , 即 线 群 
a: RU 

是 从 实数 加 群 到 G 的 同 态 ,也 称 为 单 参 数 群 . 

因为 

a(O)a(0) = at0), 
alt)at— 1) = a(— t)al#) = at0), 

所 以 


a{0) = e， 
即 线段 的 中 点 在 单位 ,以 及 
a(— 2) fatty lz1< 8. 
定理 2.6.1 群 G 的 一 个 线段 可 以 惟一 地 扩充 为 线 群 . 
证 明 设 
a: {- ,86)— 人 OO 
是 G 的 一 个 线 妇 ,对 任意 的 实数 + 必 有 下 整数 使 | 二 |<3, 令 


人 (人 ( 二 让， (2.6.2) 


天 


若 又 有 正 整数 mn 使 | 二 |<56, 旭 二 ,二 和 -三 都 在 (8,6) 内 ,并 且 
EC 
= 中 
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即 a(z) 与 x 无关. 于 是 ,a 在 RR 上 定义 ,也 就 是 从 尺 到 C 的 一 个 
映射 
a: 及 一 个. 
现在 证 明 a 是 G 的 一 个 线 群 , 且 是 a 的 扩充 . 
若 :Et 一 8,8), 即 jz|< 之 6, 则 在 (2.6.2) 中 取 n=1 即 得 
alt} = a(t), 1t1<G， 
所 以 a 是 a 的 扩充 . 


又 若 ，,zE R ,可取 正 整数 ”使 | 二 | ， 
风 


s+ 
可 


-人 人 的 -< 人 全 


as+t) = (a )) = (< 人 (二 (全 让 
人 


所 以 a 是 G 的 线 群 .又 因为 a 的 定义 即 (2.6.2) 是 必要 的 ,a 惟 
一 .这 就 证 明了 a 是 a 的 惟一 的 扩充 . 
这 个 定理 通常 称 为 广 延 定理 . 
设 G 是 维 李 群 ,a: RC 是 G 的 一 个 线 群 , 则 
als+1) =atls)a(lz) 
=Layalt), s,t ER. 
于 是 ,对 任意 纵 定 的 ER, 李 群 G 的 左 移 
Ln: GG 


二 和 | :二 | 都 小 于 8， 


于 是 


使 
ali) a(lt+s), s,t ER. 
假设 aE OD, 则 Li) 的 切 映射 (Ly) ey) 将 线 群 在 ai 的 切 
向 量变 为 它 在 a(+) 的 向 量 . 也 就 是 说 , 线 群 在 a(z + s) 的 切 向 量 
是 它 在 at 的 切 向 量 的 左 移 .因此 afs) 在 任 一 点 的 切 向 量 都 是 
它 在 单位 的 切 向 量 的 左 移 . 线 群 是 左 移 向 量 场 过 单位 e 的 积分 曲 
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线 .因而 它 一 定 是 C” 的 ,这 也 就 证 明了 Cl 的 线 群 一 定 是 C” 的 . 
反之 ,我 们 也 有 下 列 定理 . 
定理 2.6.2 李 群 G 上 任 一 左 移 向 量 场 过 单位 e 的 积分 曲 
线 必 为 线 群 . 
证 明 ”对 任意 的 义 E€G,, 它 生成 上 的 一 个 左 移 的 向 量 场 
, 即 


bx 


K, = (Le)eX. 
于 是 ,由 常 微分 方程 的 定理 ,在 e 近 旁 必 有 六 的 过 e 的 惟一 的 积分 
曲线 , 即 有 惟一 的 
r= glKR,t), Tt |<#, 
满足 方程 


学 = (2.6.3) 
使 
g(K,0) = e. 
现在 证 有 明 , z= g( 基 ,2)(|t1< 之 8) 是 G 的 线 眉 . 
设 1sj ,1z| ,|s+t|< 之 8, 因为 


十 
det Xs tt) 一 Rox,s+te) (KR,s 十 £) 


以 及 当 =0 时 | 
g{(K,s+i) 10 = g(K,s), 
所 以 gt 蔷 ,s + 4) 是 向 量 场 苹 过 gl 区 ,s) 的 积分 曲线 . 

又 由 于 g( 羡 ,i) 是 人 的 积分 曲线 且 芝 是 左 不 变 的 ,g (区,s): 
,二 Letz,j)8( 站 ,it) 的 切 向 量 是 5(X,t) 的 切 向 量 的 左 移 ， 
所 以 g( 苹 ,s)jg《( 攻 ,1) 也 是 向 量 场 的 积分 曲线 ,并 且 当 t=0 
时 ， 

glK,s)e(K,r) se g(X,s). 


这 就 证 明了 ,gf(X,s+t) 和 gfXsJE8X,E) 都 是 着 的 过 
四 13 如 和 
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gE{X,s +1) = gl(R,s)e(X,t), 
即 gt 下 ,i) 是 G 的 线段 .由 广 延 定理 ,g{ 六 ,z) 可 扩充 为 一 线 群 ， 
即 g{ 关 ,#2) 可 在 尺 上 定义 ,这 事实 也 可 以 由 下 面 的 定理 直接 说 其 . 
定理 2.6.3 对 任意 的 实数 a， 
gCK,at) = gloX,t). 
证 明 因为 g( 针 ,at) 和 g(aX,z) 都 满足 方程 


并 且 , 当 *=0 时 ， 
ECR0) = e = g(aX,0), 
由 惟一 性 
El(X,at) = g(aX ,+t). 
因此 ,由 于 g( 累 ,tz) 对 任意 的 下 EG, 都 有 意义 ,所 以 g(X,z) 
对 任意 的 :ER 有 意义 . 
以 上 讨论 给 出 了 李 群 G 的 线 群 与 G 的 左 不 变 向 量 场 以 及 李 
代数 C 中 的 元 素 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
令 
g(xz) = g(X,1), XE G,, 
这 就 给 出 定 闵 在 G。 上 的 一 个 映射 
HE: GO. 
由 定理 2.6.3 
gl(ER) = g(tX,1) = g(R,t). 
并 由 此 推 得 
g(0) =e, 
有 (一 X) = 人 EX XE Ce 
进一步 , 当 nn 为 任意 正 整数 时 ， 
g(nX) = g(K,n) = g(KE + +1) = (g(X))", 
当 nw 为 仙 整 数 时 ， 
gnX) ~g(X,n) = g(— XX,— rn) 
=(g(— X))" = (g(X 1)) = 
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总 之 ,我 们 得 到 下 列 定 理 . 
定理 2.6,4 对 任意 的 整数 *， 
g(nX}) = (g(X))", XEG. 
当 n<0NH,(g(X))"= (Cg(X)) 1) *, (gl(X))=e. 
反 为 


d 
de) a Xx， 


即 g(tX) 在 单位 e 的 切 向 量 为 六 ,所 以 g 在 0 的 切 上 映射 go 为 桓 
同 .因此 

g: C0 
在 0 近 旁 为 一 微分 同 旦 , 它 就 给 出 了 G 在 单位 e 近 闭 的 一 个 坐 
标 , 称 为 李 群 G 的 第 一 类 法 坐标 ,或 简称 法 坐标 . 

说 瑟 t=1 下 ) 为 总 中 任意 取 定 的 一 组 基 ,X 的 坐标 为 
X=1, ,nn)) 即 针 = XE, 若 g(X)E 法 坐标 域 , 则 其 法 坐标 为 
ZX, 凤 

g(X) = RR, i= 1,,n. 

法 坐标 的 存在 表明 单位 的 近 旁 可 以 被 线 眉 一 一 地 盖 上 . 因为 
法 坐标 是 由 G, 中 的 基 决 定 的 ,所 以 法 坐标 的 变换 是 线性 的 . 

在 法 坐标 系 中 ,z= 这 即 x: 二 Xi(i 二 1,…,n) 表 示 一 过 e 线 
段 , 它 在 单位 的 切 向 量 为 义 , 在 各 点 的 切 向 量 则 是 XX 的 左 移 X,， 
于 是 


o[=, 呈 )= w(x ,0 ) = XX， 
其 中 心 为 如 的 基本 数 分 式 ,z= XX. 令 


[i 
这 是 G。 上 的 微分 式 , 这 时 , 沿 G 上 射线 二 . 令 
w(K X) =(g" w)(IX,X) = wig(tX),g« X) 
=wlr, KR,) = X. 
例 2.6.1 设 XEgi(n,R), 即 义 为 一 nn 阶 和 矩阵 , 令 
1A0 n 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


_ 
eqX = OT 


也 常 简 记 为 e ,不 难 证 明 ,expX 是 x 阶 的 非 奇 矩阵 , 即 为 GL (nn， 
RR) 中 的 元 素 . 因此 

XK-»expX, XE gltn,R) 
给 出 gi(n, 民 ) 到 GL(n,R) 的 一 个 解析 映射 

exp: gl(n,R)— GL(n,R), 
称 为 指数 映射 ,并 且 ,对 任意 的 XE gl(n ,RR),exptX(zE 民 ) 的 切 
向 量 


CexpiX = (exptX)KX = Kpexs 


其 中 芯 是 与 对 应 的 左 移 向 晤 场 .特别 ， 
exptX a = 


这 就 说 明 ,e 信 就 是 GL(n,R) 中 由 半 决定 的 线 群 .因此 ,上 述 楷 数 
映射 给 出 群 GL(n , 尺 ) 在 单位 近 旁 的 法 坐标 .所 以 ,前 面 所 定义 的 
映射 g 可 以 看 作 是 指数 映射 的 推广 ,通常 都 统称 为 指数 映射 . 

法 坐标 在 单位 近 旁 定义 ,因为 映射 g 在 0E G 的 近 旁 是 数 分 
局 旦 . 须 注 意 , 昌 然 g 在 @ 上 定义 ,但 g 并 不 是 整体 的 微分 同 胜 ， 
甚至 g 未 必 是 在 上 的 . 

例 2.6.2 设 工 为 一 维 环 群 , 它 的 李 找 数 工 是 一 直线 , 显 
然 ， 

gg: TT.—T 

为 一 满 映 射 , 但 不 是 同 肚 , 它 是 一 个 覆盖 映射 . 

倒 2.6.3 二 阶 么 模 群 SL (2, 民 ) 的 李 代 数 宛 (2, 尺 ) 是 由 全 
体 迹 为 零 的 二 阶 矩 媳 构 成 的 , 即 


cm- 


a,bsc ER|, 


= A — (a + tc), 
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可 知 X 特征 值 为 + 或 + 所 ,其 中 6=V|a?+te| 渤 0. 于 是 ， 
expX 的 特征 值 必 et 或 e: 包 = oos8+isinp8. 因 此 ,expX 的 特征 值 
不 可 能 为 不 同 的 负数 .这 就 说 明 , si(2, RR) 中 特征 值 为 不 同 负 数 的 


1 
in S09 em mo 
0 -2 
exp: SL(2,R)-» sl(2,R) 

不 满 

设 E(i=1,…,n) 是 G, 中 的 一 组 基 ,G, 中 的 向 量 XX 在 这 组 
基 中 的 坐标 为 Xi(i =1,…,n), 即 六 XE,. 今 

Y(X) = y(XE) = g(X'EDg(X EE) eg( XE, ), 

于 是 ,这 也 得 到 从 G, 到 G 的 一 个 C” 喘 身 


7 人 -> G， 
使 
7{0) = e. 
因为 
x=0 = (8(X'EDa( XE)g( XE,)) jx-。 


_ 了 Fp 
= 8 (iE,) a E;, 


所 以 ,7 在 0 在场 映射 yo 为 但 同 .因此 ,YY 在 0 近 旁 也 是 微分 同 

胚 , 它 也 给 出 G 在 单位 se 近 旁 的 坐标 系 , 在 这 个 坐标 系 中 ， 
(YIX))! = XX’. 

7 称 为 李 群 G 的 第 二 类 法 坐标 . 

第 二 类 法 坐标 的 存在 ,表明 G 的 单位 近 旁 可 以 出 z 个 线段 
gf 下 DIE=1 2) 生 成 ,与 第 一 类 法 坐标 比较 ,有 点 类 似 于 通常 
的 平行 坐标 与 极 坐 标的 关系 .在 第 一 类 法 坐标 系 中 ,( 蕊 ) 表 示 
g(XIE1t+…+ XE,), 在 第 二 类 法 坐标 系 中, (人 Y) 表 示 
g(XIFEL) gC XE, ). 

定理 2.6.5 在 法 坐标 系 中 ,对 充分 小 的 ， 
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g(IX)g(EY) = g(t(X+ Y)+ O()), (2.6.4) 
g(tX)g(tY) g(tX) lg(tY)! 
=g(t: [X,Y]+ O03)), {2.6.5) 
g(tX)g(2 YY) = g(t + EY+ O03)). (2.6.6) 
证 明 设 rz=g(iX),y=g(tY), 则 有 zz!=tX',y =z. 由 
于 e: =0(i=1,…, nn), 根 据 定理 2.3.6 中 的 公式 (2.3.16) 利 
(2.3.17) ， 
(xy) =zxi+y +O(r) 
=1(X + Yi)+ O(:’), 
(zyr ty = Cr + O(7r3) = OY + O(r) 
=[X,Y li + O22). 
再 按照 g 的 定义 就 得 到 (2.6.4) 和 (2.6.5). 
为 证 明 (2.6.6), 令 工 =g( 殉 ), y= g(t2Y), 即 有 zx'= 2X'， 
y= 二 .再 由 (2.3.18) 
Cry)’ = x +y 十 CQ io 十 加 ( 
=2X + 2 Yi + akX Yh? + O(23) 
-1X + Yt+ O(n), 
(2.6.6) 成 立 . 


$7 同 态 .交换 李 群 


定义 2.7.1 从 李 群 6G 到 李 群 G 的 一 个 C” 上 映射 
个 GG 
称 为 一 个 李 同 态 , 也 简称 为 局 态 ,如 果 它 保持 群 的 乘法 , 即 
plab) = pla)p(b), a,b EG. 
若 p 是 微分 局 胚 , 则 它 称 为 李 同 构 , 也 简称 为 同 构 . 显然 ,对 
李 同 态 p: GCC， 
ple)} = 6, 
其 中 e 和 = 分 别 为 上 和 如 的 单位 ,以 及 
* 1]143 * 
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pla lil)= pla)!, a€EG. 
例 2.7.1 李 群 G 的 一 个 线 群 
a: RO 


就 是 从 实数 加 群 及 到 李 群 G 的 一 个 李 同 态 . 

设 G 是 一 维 李 群 ,由 李 群 的 法 坐标 的 存在 ,一 维 李 群 在 单位 
近 旁 的 乘法 可 以 表现 为 法 坐标 的 加 法 .可 见 ,一 维 李 群 G 局 部 同 
构 于 实数 加 群 尺 .又 由 广 延 定理 ,这 个 局 部 同 构 g 可 以 扩充 为 民 
到 G 的 一 个 同 态 . 

定理 2.7.1 连通 的 一 维 李 群 G 必 同 构 于 实数 加 群 T! 或 模 
1 的 实数 加 群 邵 一 维 环 群 三 ， 

证 明 因为 指数 映射 

a: RR 全 
是 局 态 , 旦 是 局 部 同 构 ,所 以 ,gf( 民 ) 是 G 的 连通 开 子 群 .又 因为 
是 连通 的 ,于 是 

gtR)} = G, 
即 gg 是 在 上 的 . 

车 gg 核 为 零 , 则 g 为 群 的 同 构 . 又 因为 g 为 局 部 后 胚 且 避 连 
通 , 所 以 g 是 RR 到 G 的 李 同 构 . 

若 g 核 不 为 零 , 即 g 核 中 除 0 以 外 还 有 其 他 元 素 . 因为 g 是 
局 部 同 构 , 故 中 在 0 的 一 个 近 旁 为 同 肚 , 所 以 ,在 0 的 这 个 近 芝 级 
有 gg 较 中 的 其 他 的 元 素 . 因 此 , 必 有 >0, 使 (一 s,s) 中 除 0 以 外 
没有 g 核 中 其 他 元 素 . 又 因为 g 核 是 民 中 的 闭 集 ,于 是 必 有 gg 核 
中 的 最 小 正 数 a. 这 样 ,g 核 中 的 任意 元 素 就 可 以 表示 为 

月 三 wa 十 六 
其 中 1 为 整数 ,0 和 rr 过 .又 由 于 g 是 同 态 , 是 g(8)=e=gt{a)， 
即 有 
ee 一 gpB)= gl(na)g(r) = gla) gtr) = 六 Cr 
因此 rEg 核 .又 由 a 是 g 核 中 最 小 正 数 的 假设 , 必 有 r=0, 从 而 
得 到 8= na, 即 g 核 中 的 元 素 必 是 a 的 整数 倍 . 反 之 ,对 任意 的 整 
数 半 ,上 必 有 na 所 gg 核 , 即 
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才 核 = Tna 1 nn 为 整数 |. 
这 就 说 明 ,g 核 是 整数 加 群 .于 是 ,G 与 RMg 核 即 一 维 环 群 TT! 同 
构 . 又 由 于 gg 是 局 部 同 构 且 G 连通 的 ,所 以 ,g 给 出 T! 到 G 的 李 
同 构 . 定理 得 证 . 
由 于 实数 加 群 R 和 环 群 Ti 都 是 交接 李 群 , 则 立即 可 得 下 列 
定理 ， 
定理 2.7.2 一 维 的 连通 李 群 是 交换 的 . 
上 一 节 中 普 经 证 明 , 李 群 的 Ci 的 线 群 是 C” 的 ,现在 证 明 , 李 
群 的 连续 的 线 群 一 定 是 C” 的 . 
定理 2.7.3 从 实数 加 群 RR 到 李 群 G 的 连续 同 态 一 定 是 C” 
的 ， 
证 有 明 设 
gp: R—G 
是 连续 同 态 .不 区 说 g([ 一 1,11) 包 含 在 G 的 一 个 法 坐 域 中 ,在 这 
个 法 坐标 城中 ,指数 映射 
Hg: GG 
是 微分 同 及 ,于 是 ,g ' 存 在 . 
设 m 和 x 是 任意 的 非 零 整数 ,由 gp 是 同 态 ， 


(= (el)) 
又 因为 了 了 E[ -1,1], 即 有 g[ 二 在 G 的 上 述 的 法 坐标 域 中 ,所 以 


于 是 


外 (2.7.1) 
特别 , 令 m=n, 则 有 

m0 alee) 
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并 得 到 

gg '°* gp(1l)= ng!. p( 二 ) 
或 

5 9 人 (二 )= le-i(p()), (2.7.2) 
将 (2.7.2) 代 人 (2.7.1), 上 得 到 

?(2)= e271(p)). (2.7.3) 


由 于 (2.7.3) 对 任意 的 整数 x 和 ”成 立 ,p 和 g 都 是 连续 的 ,所 以 
对 任意 的 实数 z， 
g(t) = gltg (9(1))). 

又 由 于 gg 是 C 的 ,所 以 jg 也 是 C”* 的 ,这 就 证 明了 李 群 G 中 的 连 
续 的 线 群 是 C” 的 . 

定理 2.7.4 从 李 群 G 到 李 群 G 的 连续 同 态 是 C” 的 . 

证 明 设 

gp: GG . 

是 连续 同 态 , 现 在 证 明 , gq 是 C” 的 .因为 , 李 群 上 的 任意 一 点 都 可 
以 左 移 到 单位 ,而 左 移 是 C” 的 ,有 旦 gp 保持 左 移 ,所 以 只 须 证 明 gq 
在 单位 近 旁 是 C 的 .特别 ,只 须 在 一 个 坐标 域 中 证 明 . 

设 G 是 nn 维 李 群 ,FE(i 二 1,-…,n) 是 G, 是 任意 取 定 的 一 组 
基 , 因 为 g 是 连续 同 态 , 所 以 

i @° g(tE), i=1,",n,t ER. 
的 连续 的 线 群 ,由 定理 2.7.3, 它 是 C”" 的 线 群 . 因此 , 必 有 
;使 

plg(tE)) = g(tE), i = 1,,n. 
8(tE;) 是 :的 C” 函 数 ,其 中 8:G. 一 G 的 指数 映射 .由 第 二 类 法 
坐标 的 存在 ,在 法 坐标 域 中 ,任意 元 素 x 可 惟一 地 表示 为 

r= g(XIEDeg( XE ) gE,), 
其 中 (XO)(i 二 1,… ,nn) 为 外 的 第 二 类 法 坐标 .于 是 
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G(r) = plg( XI ED) gC XE, )) 
=p{g( XED))-- 9p(g( NXE,)) 
=g(XIE)"g( XE,), 
所 以 pg 是 (让) 即 工 的 C” 阔 数 .这 就 证 明了 2 在 e 近 旁 是 C" 的 ， 
车 GG 和 GG 都 是 解析 李 群 , 则 g 和 g 都 是 解析 的 ,于 是 p 也 是 
解析 的 ,这 就 是 说 ,解析 李 群 之 间 的 连续 同 态 是 解析 的 . 
车 两 个 李 群 作为 拓扑 群 是 一 兹 的 , 则 恒 同 映射 是 连续 的 同 构 . 
由 定理 2.7.1, 它 必 为 微分 同 构 , 即 这 两 个 李 群 是 一 至 的 ,这 也 就 
说 明了 下 列 定 理 . 
定理 2.7.5 李 群 微分 结构 由 它 的 拓扑 惟一 确定 . 
定理 2.7.6 设 G 和 G 李 群 ,e 和 z 分 别 是 G 和 G 的 单位 ， 


9p: GG 
是 李 同 态 , 则 
pe: GG 
是 李 代 数 同 态 ,并 且 
9p“。 且 = 有 。 pe 
即 下 列 图 表 交 换 
G,——G, 
vg vg 
G———C 


其 中 g 和 g 十 指数 映射 . 

证 明 因为 李 群 是 局 部 李 群 , 李 同 访 也 是 局 部 间 态 ,由 本 章 
§5 中 的 定理 2.5.8, 9g;G, 一 GG 为 李 民 数 同 态 . 

设 针 EG, 则 g(zX) 是 G 中 的 线 群 , 即 

i g(ttX), 1 ER 
是 实数 加 群 RR 到 GG 的 司 态 , 又 因为 q 是 同 态 ,所 以 
top° g(ti), ttER 
是 民 到 的 同 态 , 即 p*g(zX) 是 G 中 的 线 群 .于 是 , 必 有 蕊 所 
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,后 
Pp° gHX) = gl1R), 1 ER. 
并 且 
X = geX, 
于 是 


Pp EL 过) = g(tpX) = g * plitX) 
对 任意 的 和 EC 和 :ER 成立, 所 以 
PgE=g° Pe. 
以 下 讨论 交换 李 群 的 乡 构 . 
定理 2.7.7 设 是 交换 李 群 ， 
g: 人 一人 
是 指数 映射 , 则 有 
gl(X+Y) = g(X)g(Y), X,YEG.,. 
证 明 因为 G 是 交换 的 , 则 对 任意 的 X,YEG。 和 任意 的 实 
数 * 和 上 ， 
g(sK)glsY)e(tX) g(tY) =g(sX)g(iX)g(sY) g(tY) 
=gt(s + 1)X)g(tX)e((s + £1) Y), 
所 以 
gtx)g(tY) 
是 G 中 的 线 群 ,并 且 , 它 在 单位 的 切 向 量 为 


L(g(iX)glY)) RX+LY=X+Y. 


因此 
g(tX)g(iY) = g(t(X+ Y)). 
特别 , 当 1 =1 时 就 得 到 
BSB(X+Y)= g(X)g(Y), X,Y EG,. 
G, 作为 nn 维 问 量 空间 对 疝 量 的 加 法 成 一 2 维 李 群 ,以 上 定理 
说 明 ,者 和 交换 , 则 
g: 和 
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为 李 同 态 . 

为 讨论 交换 李 群 的 结构 ,需要 下 面 的 定理 ， 

定理 2.7.8 车 上 是 n 维 向 理 空间 R" 的 离散 非 零 闲 子 群 ， 
则 有 R* 中 的 线性 无 关 的 向 量 ei, ep, 使 及 为 efa=1… 访 ) 
的 整 系数 的 线性 组 合 , 即 


K= [Dee | qs € Z|, 

其 中 Z 为 整数 的 集合 . 

证 明 对 x 作 归 纳 法 . 

当 n=1 时 ,在 定理 2.7.1 的 证 明 中 已 经 证 明 结 论 成 立 . 

当 n>1, 在 R" 中 任职 一 欧 氏 度量 .由 上 是 离散 的 闭 集 , 则 
KK 中 非 零 元 豪 必 达到 最 小 模 , 即 有 天 中 的 非 零 元 训 ei 使 

| el 1 和 11l (2.7.4) 
对 天 中 的 所 有 非 零 元 束 z 成 立 .因为 0EK, 生 KK 离散 , 则 必 有 以 
0 为 中 心 ,e( >0) 为 半径 的 球 域 U(0,e), 其 中 无 KK 的 非 零 元 素 ， 
所 以 
lei ll 守 £ > 0. 

设 Rel 是 R" 中 由 ei 生成 的 子 空间 , 即 Rel = |xelix€ER|， 

则 RR。 站 KK 中 的 元 素 必 可 表示 为 
et 二 [x lel + rei, 
其 中 [zj 是 的 整数 部 分 ,0 委 r<1, 由 天 是 子 群 , 则 [六 ]elE KK， 
所 以 
rei 全民 ， 
并 且 
| re: l= rlell<| el. 
由 (2.7.4), 必 有 >=0, 即 芝 为 整数 ,于 是 
Rel 站 天 = Imelm€ 2|, 

也 就 是 Zei, 其 中 Z 表示 整数 的 集合 ,而 [Ze 又 是 一 的 离散 


子 群 ,由 归纳 法 ,定理 得 证 ， 
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定理 2.7.9 连通 的 交换 李 群 一 定 是 向 量 空间 与 环 群 的 直 
积 ,也 就 是 一 些 直线 和 车 周 的 下 积 . 
证 明 设 恕 是 = 维 连 通 的 交换 李 群 ,由 定理 2.7.6, 指 数 映 
射 
Ea: CG 
是 李 同 态 .于 是 ,g{G,) 是 G 的 子 集 , 又 因为 g 是 局 部 同 及 上 且 G， 
是 连通 的 ,所 以 ,g{G,) 是 G 的 连通 开 子 群 . 又 由 G 是 连通 的 假 
设 , 必 有 gtG.)= G, 即 指数 映射 g 是 在 上 的 ,并 从 而 有 
0G = GV/g 核 . 
这 里 的 G, 是 = 维 向 量 空间 对 向 量 的 加 法 所 成 之 群 , 即 G, = R” = 


A . 
尺 X:…X 民 ,RR 为 实数 加 群 , 即 有 GG = R"/g 核 . 
若 g 核 =0, 则 群 
G 三 R". 
若 g 核 了 0, 由 于 g 在 0 近 淮 为 同 胚 , 则 在 这 个 近 汶 除 0 外 无 
其 他 核 元 ,因此 ,g 核 是 离散 的 , 即 g 核 是 G. 的 非 零 的 离散 正规 闭 
子 群 . 由 定理 2.7.8， 


5 [Papsl oe zj}， 
其 中 eatBp=1,…, 户 ) 蚌 (7 中 的 一 组 线性 无 关 的 向 量 . 因此 , 群 
G =G./g 核 = Ra/| 3 gggl gge z| 
B=1 
np 
=Tix.x TixRx.…xR 
= JT? x R"?. 
于 是 就 有 
fg: TT?xR"?— 0. 
它 是 群 的 向 构 且 是 局 部 微分 隔 胚 ,所 以 g 是 李 同 构 , 即 有 李 群 
GG= Tx RT?. 
由 此 年 理 立 即 可 得 下 列 推 论 . 
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定理 2.7.10 7 维 连 通 的 紧 致 交换 李 群 必 为 n 维 环 群 . 

定义 2.7.2 拓扑 群 G 的 一 个 元 娄 & 称 为 G 的 一 个 生成 元 ， 
如 果 由 它 生成 的 巡回 群 

je 1 开赴 整数 | 

在 如 中 是 稠密 的 . 

由 数论 中 一 个 重 获 的 定理 , 即 若 二 ,让 ,……, 有 , 在 有 理 系 数 域 上 
是 线性 无 关 的 , 则 点 集 

1 (i881 ,… 1&8 1 为 整数 )] 

在 n 维 单位 正方 体 {x;|0 志 xz 所 1,i 二 1,-…,n| 中 是 黎 密 的 ,其 中 
B11 (i 二 1,…',n) 表 为 kB 的 小 数 部 分 .由 此 结果 就 可 以 得 到 下 
面 定 理 

定理 2,7.11 环 群 T* 有 生成 元 . 

事实 上 , (ei ,… ,ei) 都 是 生成 元 . 


$8 伴随 表现 


定义 2.8.1 7 维 李 群 G 到 上 阶 线性 群 GL(&, 民 ) 的 一 个 间 

态 
a: G— GL{(E,R) 
称 为 G 的 一 个 阶 表 现 , 如 果 a 是 连续 的 . 

由 上 一 节 的 定理 2.7.4,a 一 定 是 C" 的 , 央 此 a 为 李 同 态 . 

对 任意 的 nn 维 李 群 ,者 有 一 个 自然 的 n 阶 表 现 , 这 就 是 它 的 
尾随 表现 ,并 且 ,由 李 群 的 尾随 表现 又 诱导 出 它 的 李 代 数 的 一 个 
阶 表现 ,也 称 为 李 代 数 的 伴随 表现 .为 曾 明 李 群 和 它 的 李 代 数 的 伴 
随 袁 现 以 及 它们 之 间 的 关系 , 先 讨论 李 群 GG 的 左右 移 以 及 由 它 
们 定义 的 基本 微分 式 之 间 的 关系 . 

定义 2.8.2 定 浆 在 李 群 G 的 切 从 T(G) 上 的 取 慎 于 G, 的 
微分 式 

mw: T(G)— G&G, 
称 为 李 群 G 的 右 基本 微分 式 , 它 使 
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da— (RY) da, aE G,da EG,, 
即 
wlda) = (Rdae，aEecdaEG， (2.8.1) 
其 中 (RR,-!1)。 是 右 称 民 ,-'! 在 a 的 切 映射 ,(2.8.1) 的 右 端 也 常 简 记 
作 民 -ida 或 da:a !, 即 
ofdaj =(R i)da = da .ae 
我 们 也 党 将 $3 中 它 定义 的 基本 微分 式 称 为 左 基本 微分 式 . 
不 难 证 明 ,w 有 与 左 基 本 微分 式 m 类 似 的 下 列 性 质 . 
1. w 是 右 不 变 的 , 即 
Riw =w, sEG. 
2. w 在 G。 上 为 恒 同 ,时 w=w|G, 为 恒 同 ,也 就 是 说 
w{de} = de, de € G.,. 
并 且 ,w 可 由 上 述 性 质 刻 画 , 即 G 上 的 具有 上 述 性 质 的 取 值 
于 GG, 的 微分 式 必 为 wm. 
设 G 是 n 维 李 群 , 群 G 上 的 民法 
(ab) rab, a,bEG 
是 GxG 到 G 的 C* 睦 射 
pp: GXxXG—G 
对 任意 的 a,5EG 和 daE€G,,dbEGs.p 在 (a ,5) 的 切 映 射 
pa! {lax Ga > Gop 
将 GXxXG 在 (a ,5) 的 切 向 量 (da,d5) 变 为 G 在 点 ob 的 一 个 切 癌 
量 , 记 作 d(ab), 即 
d(ab) = ps (da ,db), 
由 于 冉 射 p 的 Jacobi 为 
( | 


aa ”88 
因此 
d{ap)} = (R,) da + (Rdb, a,bp EG, (2.8.2) 
或 简写 为 
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d{ab) =da'btardb, abEeEG. (2.8.3) 
(ae laEG| 是 GxG 的 n 维 子 流 形 ,在 上 述 映射 下 ， 
它 的 像 是 C。 中 的 单位 e, 于 是 ,由 (2.8.3)， 
da:alt+a:dai1=0, a€ eG, 
其 中 
da l= rda, aE€oG. 
5 是 G 上 的 逆 射 + 在 a 点 的 切 映 射 ,并 由 此 得 到 
tda =-a lda-:al! 
或 
da!=-a lda:al. 
因此 
wlda) =da tal =- (LL,) (rda) 
=— wida) = riwlda), a EE G,da € G,, 
这 就 得 到 左右 基本 微分 式 之 间 的 关系 
人 一 一 了 人 
又 由 群 G 的 结构 方程 ， 


dw =—d{r*w) = 一 站 dam 


Lo, Aw) = 六 (ro) Nr*w) 


2 
= A 


这 就 得 到 李 群 G 用 右 基 本 微分 式 表示 的 结构 方程 ， 


i 记忆 二 (2.8.4) 


车 在 G, 中 任 取 一 组 基 E,(i =1,…,n),w 二 wiE;, 则 (2.8.4) 叉 可 
以 表示 为 


其 中 Ch = 和 CC 为 结构 常数 ， 
设 a 是 李 群 G 中 的 任 一 元 素 , 则 由 它 决定 G 上 的 一 个 内 目 
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同 构 
A{a): OG—0, 
使 
rara’!l, rEG, 
即 
Ala}zr = ara !. 
显然 


A(la) = Ra'* 1, = L,° Ril, 

因此 Ata) 是 G 上 的 微分 同 且 , 即 Ata) 为 一 李 同 构 ， 

由 于 Ala)e=e,A(a) 在 e 的 切 映 射 (A (a)), 是 G, 上 的 一 
个 线性 自 同 构 ,并 记 作 a(a), 即 

ata): 一。 
为 线性 同 构 . 因此 ,a l(a) 是 n 阶 线性 群 GL(n,R) 中 的 元 素 , 即 
oa(a)j 人 GL(n ,RY), 于 是 得 到 映射 
a: G— GL(n,R). 
因为 ,对 任意 的 a,b,xEG,，, 
Atab)}: x =abr(ab)! = abrb ia! 


=A(a)*: A(b)z, 
即 有 
Alab) = (al : A(B), a,b EEG, 
从 而 得 到 
atab) = ala) ec alb), asb EO. 
这 就 说 明 ， 


让 CG— GL(n,R) 

为 一 同 态 .又 因为 a(a) 对 a 连续 ,所 以 a 是 G 的 一 nn 阶 表现 , 称 
为 上 G 的 伴随 表现 ,也 常 记 作 Ad. 

于 是 ,对 任意 的 aE6G 和 da€6,， 

wlda) =da:a!l!=aa lda'at= afdaya-1， 
即 有 

wda) = a(a} wlda), a EG,dat€ G,. 
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这 就 说 明 , 将 解 G 上 和 任 一 点 a 的 任意 切 同 量 da 左 移 到 单位 和 右 
移 到 单位 相差 一 个 G。 上 的 一 个 线性 自 栖 构 afa ). 

由 于 wx; ”GGL(n ,RR) 是 李 同 态 ,所 以 , 它 在 单位 的 切 映 射 

ae Ge gl(n,R) 

是 李 代 数 同 态 . 这 是 n 维 李 代数 G, 到 有 阶 线 性 李 代 数 的 一 个 同 
态 , 也 就 是 G, 的 一 个 阶 表现 , 称 为 G, 的 伴随 表现 ,也 常 记 作 ad. 

对 任意 的 久 EG,,a,(XX)E gi(n,R). 于 是 ,a.(X) 可 潮 作 是 
n 维 回 量 空间 ,上 的 一 个 线性 映射 . 现在 看 a,(X) 在 G。 上 的 作 
用 . 

定理 2.8.1 设 避 是 李 群 ,a 是 它 的 伴随 表现 ,a。 是 G 的 李 
代数 GG, 的 伴随 表现 , 则 对 任意 的 义 , YEG,, 线 性 映射 

a(X): Ce 一 DO 
使 
a(X): Y= [X,Y]. (2.8.5) 

证 了 朋 自然 的 考虑 是 通过 法 坐标 将 问题 回 到 李 群 . 设 g 和 gg 

分 别 为 G 和 GL(n,R) 的 法 坐标 , 即 有 指数 映射 
gi:G 
和 
g: Biln,R}— GL(n,R). 
由 是 理 2.7.6, 下 列 图 表示 交换 : 


Ata) Ci 
2 ‘g 


ea 


GO————GL(n,R) 
g* tg 


te 


G, giltn,R) 
即 有 
Ala).g=g*"a(a) (2.8.6) 
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和 
ag*g=g° a,. (2.8.7) 
它们 分 别 为 GG 和 GGL(n,R) 的 映射 . 
对 G, 中 的 任意 向 量 久 , 它 惟一 决定 G 中 的 单 参数 群 
a(1) = g(1X), £1 ER. 
为 了 求 出 a.( 久 ) 在 G。 上 的 作用 , 先 看 a(ta(t2)) 在 GG. 上 的 作用 . 
对 任意 的 YEG,,ala)"Y 也 是 G, 中 的 向 量 , 它 也 惟一 决定 
在 GG 中 的 单 参数 群 g (ta(a)Y). 并 且 , 由 于 a 是 线性 的 以 及 
(2.8.7), 
g{tal(a)}: Y) =gl(ta(g(tX)). Y) = glig (oa (tX)) , Y) 
=g{(18 (ta (XI) * Y). 
又 由 于 g = exp, 可 得 
g{ta(a)}: Y)} =g(t(l + ta(X) + O(22)): Y) 
=g(tY + ta (KX): Y+O0O()), (2.8.8) 
其 中 1 表示 便 同 . 另 一 方面 ,由 (2.8.6)， 
gtita{a)* Y) =gtalta)(tY) = g* ala)(tY) 
=A(a) " g(tY) = ag(tY)a!, 
及 由 于 a(t)= g(tX),a(t) 1=g{( 一 坊 ), 以 及 6 中 的 定理 
2.6.4,， 
gltala) * Y) =g(tX)gltY)g(— 十) 
=g{(iX)g(rY)e(— itX)g(— tY)gltY) 
=g(i{[ X,Y]+ O(r))e(zY) 
=g{(tY + 2 [X,Y] + O()). {2.8.9) 
由 于 g 在 O 的 近 旁 为 同 肛 ,比较 42.8.8》 和 (2.8.9) 即 得 
iY 十 za (XY) YY + O03)= + 二 和 YY]+ODIO) 
对 充分 小 的 上 成立. 所 以 
ae(X}- Y= [X,Y)], 
县 
adX .Y= [X,Y]. 
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$9 李子 群 


定义 2.9.1 李 群 G 的 子 集 台 互 称 为 如 的 一 个 李子 群 ,如 
果 

1. 二 是 G 的 子 群 ， 

2. 万 是 筷 的 子 流 形 . 

例 2.9.1 李 群 G 的 离散 子 群 是 它们 的 零 维 李子 群 . 

例 2.9.2 设 G 是 李 群 ,X 是 G 中 一 个 非 零 向 量 , 则 由 它 确 
定 的 单 参 数 群 

a: 有 一 全， 

即 g(t,)(tEER) 是 G 的 一 维 李 子 群 . 

例 2.9.3 实数 加 法 群 民 的 全 体 有 理 数 的 集合 对 其 诱导 拓 
扑 构 成 民 的 一 个 拓扑 子 群 ,但 不 是 李子 群 . 

定理 2.9,1 李 群 G 的 一 个 子 集 合 旦 是 G 的 李子 群 ,如 果 


1. 是 G 的 子 群 ， 
2. 吾 是 李 群 ， 
3. 便 风 映射 
i: 五 一 站 
是 连续 的 . 
证 明 由 五 是 G 的 子 群 且 互 和 G 都 是 李 群 ,可 知 
i: 万 一 


是 连续 的 李 间 态 . 由 定理 2.7.4,i 是 C” 的 .又 由 于 + 是 恒 闻 , 它 是 
不 退化 的 ,所 以 ,日 是 G 的 子 流 形 .这 就 证 明了 及 是 G 的 李子 群 . 

定理 2.9,.2 李 群 G 的 李子 群 瑟 是 李 群 , 且 互 的 李 代 数 五 . 
是 G 的 李 代 数 G, 的 子 代数 ， 

证 明 要 证 明 五 是 李 群 上 内 须 证 明 末 中 的 胶 法 是 C” 的 .因为 
日 是 G 的 子 流 形 ,所 以 ,在 有 H 的 每 一 点 的 近 旁 都 可 以 选 G 中 的 一 
部 分 坐标 使 其 限制 在 吾 上 成 为 吾 的 坐标 , 于 是 ,对 在 这 个 近 旁 中 
的 任意 的 开 的 元 素 a 和 5, 由 于 a8 在 G 中 的 坐标 是 C” 的 ,从 而 
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可 知 a 在 互 中 的 坐标 也 是 CC 的 ,所 以 , 瑟 是 李 群 . 
因为 五 是 台 的 李子 群 ,所 以 , 恒 同 映射 
i: HU 
是 李 同 态 . 于 是 ,i 在 单位 的 切 映 射 
i HG, 
是 李 代 数 同 态 . 又 因 为 i 是 非 退 化 的 ,所 以 ,i 核 为 零 . 因此 ,日 , 是 
G, 的 李 代 数 . 

定理 2.9.3 李 群 G 的 李 代 数 G, 的 每 一 个 子 代 数 是 G 的 惟 
一 的 连通 李子 群 的 李 代 数 . 

证 明 设 工 是 G 的 一 个 子 代数 ,将 工 左 移 到 群 的 各 点 就 得 
到 C 上 的 与 之 相对 应 的 左 不 变 的 平面 场 上 .将 工 的 和 组 基 左 移 就 
得 到 一 组 左 不 变 的 向 量 场 , 它 也 构成 上 的 一 组 基 . 因 为 工 是 G, 的 
子 代 数 ,所 以 , 工 就 是 G 的 左 不 变 向 量 场 李 代数 L(G) 的 子 代 数 ， 
即 工 是 对 合 的 .由 第 一 章 的 Frobenius 定理 ,在 单位 e 近 帝 有 过 & 
的 惟一 的 最 高 维 的 积分 流 形 VW, 它 又 惟一 地 生成 李 群 G 的 一 个 连 
通 子 群 互 .由 于 生成 按 群 的 箭 法 即 左 移 , 面 了 又 是 左 不 变 的 ,所 
以 , 互 切 于 工 , 即 五 是 世 的 积分 流 形 . 因此 ,对 互 上 任 一 点 aay 
CH, 即 有 瑟 是 G 的 子 流 形 .所 以 ,是 G 的 李子 群 , 且 HH,=L. 

以 上 的 定理 给 出 了 李 群 G 的 连通 李子 群 与 G 的 李 代 数 G, 的 
子 代数 之 间 的 一 一 对 应 , 特别, G, 的 任 一 非 零 向 下 ,决定 G, 的 一 
个 一 维 子 代数 , 它 对 应 G 的 惟一 的 一 个 一 维 连通 g(zX), 这 就 是 
前 面 已 经 说 过 的 单 参 数 子 群 即 线 群 . 

李 代 数 的 著名 的 Ado 定理 说 明 , 任 一 个 有 限 维 的 实 李 代数 必 
同 构 于 某 一 个 线性 李 代 数 gi (xn,R) 的 一 个 于 代数 ,而 gl (nn,R) 
是 线性 群 GL (n,R) 的 李 代 数 .于 是 ,由 上 述 定理 就 可 以 得 到 

定理 2.9.4 任 一 有 限 维 的 实 李 代数 必 为 一 李 群 的 李 代 数 . 

进一步 ,与 李 群 的 正规 李子 群 相对 应 的 是 它 的 李 代 数 的 理想 . 

定理 2.9.5 设 G 是 连通 李 群 , 态 是 G 的 连通 李子 群 , 则 百 
是 G 的 正规 李子 群 必须 且 只 须 瑟 的 李 代 数 是 台 的 李 代 数 G, 的 理 
想 . 
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证 明 必要 性 五 是 G 的 正规 子 群 , 即 任意 的 ecEG ,都 有 
A(a}H = afa 1 CH, 
因此 ,A(a) 在 单位 的 切 映射 A(a), 使 A{a),H,CH,, 邑 
ala)H.CH, a€G. 
于 是 ,对 任意 的 XE G,,AEH, 和 :ER,， 


atg(liX)) .AEH, (2.9.1) 
由 下 列 图 表 变 换 ， 

G———GL{(n,R) 

g ‘gg 

G.———*gl(n, R) 
即 

gg=g°a,, 

可 得 


a{g(1X))} :A =g(a (1X)) :A = g(ta(X)}:. A 
=(1+ ta(X} + O()):A 
对 任意 的 充分 小 的 上 成 立 , 式 中 数 1 表示 恒 同 映射 .由 a,(X)*A 
=[ 瑟 ,4] 以 及 人 (2.9.1), 则 对 任意 的 充分 小 上， 
A+t+ztX,Al+O() EH,, 
又 由 A€ 电 , 的 假设 , 则 有 
[x,A]JéEH, 
对 任意 的 其 台 G, 和 和 所感 成立, 所 以 
[G,.,H.j € HH, 
即 五 是 GG 的 理想 . 
充分 性 设 V 是 G 的 一 个 法 坐标 域 ,并 记 
Gv=V=GNV, Hy=HNMVY, 
则 对 Gv 中 的 在 意 的 元 素 x 和 Hy 中 任意 的 元 素 a, 必 及 E GG, 
和 4E JH, 使 得 
pCX) = zx， g(A)}= a. 
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由 于 所 是 G。 的 理想 , 即 有 
ce) “及 = [X,A] 所 H., 
于 是 
Eg ° OX) :A=g(a(X)A) = exp(la(X). A) 


=A +IX,A]+ 方 [X[X, Al]+… eH. 
叉 由 a°g=g°as; 可 知 
cz A=a(lg(X)). A= (ga(X))'AEH.,., 


因此 
galr):A= gla(r): A)EH. 


又 因为 下 列 图 表 
Atr) 6 
gt tg 
G, atzx) G6, 
也 是 交换 的 , 邯 
g°alr) = A(T)°» g, 
所 以 
Atz)'gA)=Eaktzi AAAE 五 ， 
即 
Al(r)}:a= rr 和 五 . 
这 就 证 明了 


GuvFvG CH. (2.9.2) 

因为 召 是 连通 李 群 ,所 以 召 可 由 下 v 生成 .于 是 ,日 中 的 任 

意 元 素 严 必 末 表示 为 
下 一 hh,, 下， 
因此 对 Gy 中 的 任意 元 素 x ,由 (2.9.2)， 
A(xr)h =zxzhr := Ti 
=xhir lrhr lrhr t EH, 
即 有 
, 160 时 
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GHGY CH. (2.9.3) 
又 因为 G 是 连通 的 , 它 可 由 Gy 生成 . 则 对 任意 的 yEG, 它 可 珍 
示 为 
y= ys Yl EE Gv, 
因此 
ACWh = Wy = yr yhyr yi! 
=ACy) "A(ty hEH 
对 任意 的 yEG 和 上 EH 成立 .所 以 
GHG I'CH, 
邑 玉 是 避 正规 子 群 . 
定理 2.9.6 李 群 的 Cl 驱 连通 子 群 是 李子 群 . 
证 明 设 瑟 是 李 群 6 的 CI 弧 连 通 子 群 ,考虑 互 中 起 自 单位 
e 的 C1 地 线 
rr: [0,e]— HH, 
即 
T= rt), tE [0,e], 
并 且 ,x(0)=e. 设 x(2) 在 x(0)=e 的 切 向 量 为 to, 互 中 起 自 e 的 
全 体 CC! 赐 线 在 单位 的 切 向 量 的 集合 为 有 .显然 ,HC 忆 G,. 
设 z (和 y(z) 都 是 五 中 起 自 单位 e 的 C1 巾 线 ,它们 在 单位 
e 的 切 向 量 分 别 鸭 +40 和 加 , 旺 然 ,对 任意 的 实数 a,x(lai) 是 中 
起 自 单位 e 的 c! 曲线 ,并 且 ,zftt)yft) 和 ztvzt)ytvz)ztvt) 1 
yt) -1 也 都 是 五 中 起 自 单 位 e 的 Cl 地 线 , 还 不 难 证 明 ， 
zfet)zft)yfzt 和 工 Wzt)ytvz)zwz)-iywr) 在 单位 的 切 向 
量 分 别 为 ato ,zo+ jo 和 [#toy 加] ,都 是 五 "中 的 元 素 . 因 此 ,有 瓦 是 
李 群 G 的 李 代 数 G。 的 子 代 数 .由 定理 2.9.3, 开 “惟一 决定 G 的 
一 个 连通 李子 群 囊 以 及 ,为 它 的 李 代 数 .现在 只 人 须 证 明 =H. 
设 zl 是 五 中 的 任意 一 点 ,由 于 五 是 Cl 式 连 通 的 , 则 必 有 连 
接 单位 e 和 zi 的 C 地 线 , 即 
x: [0,1]—H 
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和 司 工 (0)=e ,zt 了 = 二 zx. 以 下 证 明 ,z( 世 一定 在 五 中 ， 
对 任意 的 EL[0,1] ,由 五 是 子 群 ,以 及 x(s)€E 晶 , 必 有 
Lilyzx(lt) € 万， 
并 且 
Ls) = Eg, 
这 就 说 明 
Luar: [0,1}— 五 
也 是 五 中 起 自 单位 e 的 一 条 CC! 曲线 ,因此 , 它 在 单位 的 切 向 量 
Lilyzt(s) € 五 ， 
其 中 zx{s) 是 曲线 x(#) 在 s 的 切 向 量 , 于 是 ,对 任意 的 sE[0,1]， 
古人 3) E LyH, = (到 0， 
其 中 已 “是 日, 左 移 生成 的 平面 场 .这 就 是 说 ,曲线 x(2) 在 任 一 点 
的 切 向 量 都 属于 这 个 平面 场 ,而 互 -是 这 个 平面 场 的 最 高 维 积分 流 
形 , 因 此 ztt) 在 五 上 ,特别 , 互 上 任 一 点 Zi=ztTE HH ,所 以 
HCH. 
以 下 再 征明 五 "人 五 .在 H. 中 取 一 组 基 
本 
其 中 8(8=1,-…,7) 是 瑟 中 起 自 单位 e 的 曲线 .x(t) 在 e 的 切 向 
量 . 令 
h: teg > z(t x (#7), tl ,1 € [0,1], 
因为 吾 是 子 群 ,z(t) 在 昌 上 ,所 上 以 ,x1(tT)…z (#7) 在 日 上 ,于 
是 ,h& 是 H 到 瑟 的 一 个 映射 


h: H,—H. 
显然 , 它 也 是 五 "到 五 的 一 个 映射 
h: H.—H. 
又 因为 
9 E 
EF =- | = 才 = p= l,m,r, 


所 以 ,hh 作为 HH 到 下 的 映射 ,在 单位 的 切 映射 为 恒 同 .因此 ,在 e 
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的 近 旁 
h: 五 ”一 万 
为 同 胚 .于 是 ,在 e 近 旁 互生 互 .又 由 于 五 " 荐 连 通 的 , 它 可 由 单位 
的 近 旁 生成 ,所 以 
HCH. 
这 样 我 们 就 证 明了 
H = H, 
也 就 证 明了 互 是 如 的 李子 群 . 
下 面 将 证 明 李 群 的 闭 子 群 一 定 是 它 的 李子 群 . 为 此 先 证 明 下 
列 两 个 预备 定理 . 
定理 2.9.7 设 电 是 李 群 G 的 闭 子 群 ,XX,X;(i =1,2,*…)E€ 
Ge Ot(i=1,2,…)E€R, 并 且 ， 
XX, ti”0 
以 及 g(t ) 所 电 ,上 则 对 任意 的 :ER， 
gt EH. 
证 明 ”对 任意 的 1ER, 设 n, 是 :iAt; 的 整数 部 分 , 即 


t ; 
= ny 十 ri 于 一 ,2 
ts 


其 中 mi 为 整数 ,0 委 普 入 1, 于 是 

i 一 nt ri 
由 总 一 0, 则 有 

nai 
以 及 
g(tiXi)™ = gntXi) — g(1X). 

又 因为 瑟 是 扣 的 闭 子 群 ,所 以 

g(tX) EH. 

定理 2.9.8 设 互 是 李 群 G 的 闭 子 群 , 则 
H = IXEG, | g(ty)EH, +tE€ERI| 
是 G, 的 子 代数 . 
”163 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


证 明 车 x, 则 对 任意 的 5,:ER， 
g(tsX)} EH, 
所 以 
sXEH,., stER. 
又 若 关 ,YE 日 ,由 碳 是 子 群 ， 
gt € H, 
及 由 和 6 中 定理 2.6.4， 
8 这)JgtY) = g(t(X+ Y+ 2)) EH, 
其 中 之 一 0, 当 i-*0 时 .特别 ,对 £1( 守 0)- 一 0， 
g(t(X+Y+2)) EH 
且 
天 十 六 十 L 一 各 十 了 . 
由 定理 2.9.7,gft 十 YY) 各 五 ,所 以 
Xt+YEH,. 
类 似 地 ,由 定理 2.6.4 的 (2.6.5)， 
gfIK)JgCEYJg IN)IgfEY) 1 = g(r2([ X,Y] + 之 ))， 
其 中 之 一 0, 当 >0 时 ,于 是 得 到 
[X,Y}EH,... 
这 就 证 明了 瓦 是 G, 的 子 代数 ， 
定理 2.9.9 李 群 的 团子 群 是 它 的 李子 群 ， 
证 明 设 玉 是 李 群 G 的 闭 子 群 ， 
H,’ = |XEG. I g(tX)EH,t ERI. 
则 由 定理 2.9.8, 太 , 是 G, 的 子 代 数 , 它 对 应 G 中 惟一 的 连通 李子 
群 要 .为 证 明 五 是 G 的 李子 群 ,只 人 须 证明 在 单位 近 旁 五 = 五 ,这 
是 因为 利和 日 的 单位 连通 分 支 都 由 它们 的 单位 的 邻 域 生成 . 
在 单位 近 旁 ,g: 所 一 乒 是 同 胚 , 叉 由 瑟 的 构成 可 知 ， 
g(t) EE 日 .因此 ,在 单位 近 旁 ， 
HCH. 
以 下 证 明 ,在 单位 近 旁 五 忆捷 .在 所 上任 取 一 欧 氏 度量 ,并 
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设 s 是 及 (CG,) 的 正 交 补 ,DD 是 S 中 单位 向 量 的 集合 、 
首先 证 明 , 对 任意 的 YED, 必 有 5(Y)>0 使 当 0<1<&8 
时 ,g(tY) 都 不 在 五 中 .因为 , 若 不 然 , 必 有 (>0)->0, 使 g(r,Y) 
名 五 ,由 定理 2.9.7, 必 有 Stty)E 五 ,从 而 有 YE 及 ,与 YED. 
矛盾 . 
因为 局 是 紧 致 的 , 必 有 共同 的 8(>0) 存 在 .这 就 说 明 , 必 有 
S 的 原点 近 旁 ,使 g(UU) 中 涂 单位 e 以 外 的 点 不 存在 五 中 的 点 ， 
中 
SI 站 五 = el， 
义 由 于 S: 瑟 -一 开 在 单位 近 旁 为 同 胚 , 必 有 五 “中 原点 的 邻 域 
使 
SUV) CC 万 ， 
于 是 得 到 有 映射 
gp: UxV—G 
使 
(X,Y)— g(xX)g(Y), XEU,YEV. 
由 q 的 定义 ,9 在 原点 的 切 映 射 为 恒 同 ,可 不 妨 设 pg 在 Ux 上 
为 同 胚 .于 是 gpg( Ux V) 就 是 G 的 单位 e 的 一 个 邻 域 ,而 p(U Xx 
Wo 门 互 则 是 五 的 单位 e 的 一 个 邻 域 .现在 证 明 
op(Ux VIMNMHCH. 
因为 g( Ux VV) 中 的 元 案 必 可 表示 为 
gl(X)g(Y),XREU,YE VW, 
着 gtX)g(Y)Egp(UXxV)NH, 叉 由 于 g(Y)EH CH, 以 及 
gfY) IE 五 , 则 有 
Bg(X) = glX)g(¥Y). g{Y) liEH, 
因此 
gl(X)E gtU) NH, 
则 必 有 g(XX)=e, 并 从 而 得 到 
g(X)g(Y) = eg(Y) = g(Y)EH. 
这 就 证 明了 gp(UN WW 站 HCH'. 于 是 ,在 单位 。 近 旁 
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HCH. 
所 以 在 单位 近 旁 ,= 雪 , 卓 是 G 的 李子 群 . 
例 2.9.4 ”二 维 环 群 可 看 作 是 两 个 么 模 复 数 群 的 乘积 , 邵 
T2 一 1(ezrr rri) | rl, 7x2 EE 
则 由 
(zt = (i,R), 1ER 
得 到 环 面 的 一 个 一 维 李子 群 . 当 8 为 无 理 数 时 ,这 个 一 维 子 群 在 
环 态 上 是 秽 窗 的 , 它 不 是 这 个 环 面 和 的 闭 子 群 .这 个 例子 还 说 明 , 李 
群 的 李子 群 未 必 是 拓扑 子 群 , 即 其 拓扑 可 不 同 于 它 的 诱导 拓扑 . 
利用 定理 2.9.9 可 以 简单 地 证 明 在 87 中 证 明了 的 定理 
2.7.4. 
定理 2.9.10 ” 李 群 之 间 的 连续 同 态 是 C” 的 . 
证 明 设 G 和 5G 是 李 群 ， 
p;: GG 
是 连续 的 同 态 .因为 p 是 连续 的 , 则 pg(G) 是 局 中 的 闭 集 ,所 以 
F= {(r,p(r)) | rEG! 
是 李 群 G x G 的 闭 子 群 , 因 面 是 李子 群 ,于 是 
T(r Pr) ptr), rEG 
是 C” 的 . 

从 定理 2.9.9 的 证 明 过 程 中 可 以 看 到 , 若 五 是 台 的 闭 子 群 ， 
则 在 G 的 单位 e 的 近 旁 有 一 坐标 系 g 把 e 的 近 旁 表示 为 拓扑 积 ， 
即 

Fp: UxV=G, UCS,VCH,, 
其 中 3 是 及 的 正 交 补 , 并 且 , p(tU)CH. 于 是 ,在 G 的 单位 e 近 
旁 的 任 一 点 x 总 可 以 惟一 表示 为 
z= xy = g(X)g(Y), XEU,YEY, 
其 中 2 二 g( 鲜 ),y=g(Y). 这 样 x 就 可 以 用 X 和 六 或 进一步 用 
它们 的 坐标 (LX') 和 ( YW) 表示 为 
= 
. jp6 ， 
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即 
w= Xi, = Yh. 
因为 y= gCY)E 玉 , 则 zz 经 电 中 的 任 一 元 素 上 的 右 移 必 有 
(zh)' = (xr) = Xi, 
所 BE) 即 天 只 与 右 旁 集 x= zx 有 关 . 于 是 令 
Y(z) = Y(zH) = r(xz) = X, 
这 样 ,就 得 到 G/F 在 单位 = 五 近 旁 的 一 个 坐标 系 
7; 下 /万 一 三 
将 这 个 坐标 系 诺 移 到 避 / 的 各 点 ,就 得 到 Gy/ 百 上 的 一 个 坐标 材 
盖 , 并 且 , 若 z 属于 两 个 不 同 的 坐标 系 , 假 设 它们 是 由 原 坐 标 系 分 
别 经 左 移 xf 和 zz 得 到 的 ,z 的 坐标 分 别 为 X; 和 Xs, 即 
Xi = Yi 2), X2 = Y(z2!z). 
于 是 
XI = Y(zi! zz2z21z)， 
而 左 移 是 C™ 的 ,所 了 蕊 , 义 | 是 zj!z 的 C” 消 数 , 也 是 X 的 C” 函 
数 . 因 此 ,这 就 得 到 G/F 上 的 一 个 微分 结构 ,GAH 成 一 微分 流 
形 , 并 将 这 一 GG/ 上 的 微分 结构 称 为 是 由 GG 诱导 的 .这 就 证 明了 
直列 定理 . 

定理 2.9.11 设 G 是 李 群 , 玉 是 它 的 闭 子 群 , 则 GAH 上 有 
由 避 诱 导 的 微分 结构 使 G/F 成 一 微分 流 形 . 

例 2.9,5 设 Rm 是 mr 维 欧 氏 向 量 空间 ,G(rm ,上 上 ) 是 R™ 的 
全 体 上 维 子 宝 间 构成 的 集合 .通过 空间 的 正 交 变换 可 以 将 一 个 上 
维 子 空间 变 到 任意 的 另 一 个 志 维 子 空间 ,所 尽 G(rm,k) 是 zm 阶 
正 交 群 O{( mm ,RR) 的 齐 性 空间 ,保持 G(x ,外 中 一 个 元 素 不 动 的 全 
体 正 变 变 换 是 品 (,RR) x OCm 一 ,RR) .这 是 D(xm,R} 的 一 个 闭 
于 群 ,于 是 ,由 定理 2.9.11， 

Glim,k) = O(m, R/O(ER,R)} x Om —- &,R), 
又 由 OCm ,了 R) 诱 导 的 微分 结构 ,GCm, 民 ) 成 一 微分 流 形 , 称 为 
Grassmann 流 形 , 它 的 维 数 是 
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二 六 (天 一 划一 广 E(R 一 1 一 坟 ( 天 一 让 (站 一 大 一 革 


二 (mm 一 下 ). 
当天 = 工时 ,Gtm1) 就 是 闫 一 工 维 的 射影 空间 . 

进一步 , 若 五 是 五 的 正规 子 群 , 则 C/ 互 成 群 ,并 且 

(zlyz2) 虹 二 《zl1&2 且 二 【ztz2)， zlyz2 和 G/H 

是 xi 和 z3 的 C” 孙 数 ,也 就 是 zi 和 zz$ 的 CC” 了 晴 数 .这 就 说 明 ， 
G /EH 中 的 乘法 运算 的 C” 的 .所 以 ,G/E 为 李 群 ,并 且 , 投 影 x:G 
-> 心 /万 是 李 同 态 . 这 就 得 到 了 于 列 定理 . 

定理 2.9.12 洛 互 是 李 群 CG 的 正规 闵 子 群 , 则 Czx 互 对 由 避 
诱导 的 微分 结构 成 一 李 群 ,并 且 投 影 

n™: GG GH 

为 李 同 态 . 

由 此 立即 推断 ,x 在 单位 的 切 映射 

Te Ge (GAH), 

为 李 代 数 同 态 ,并 且 万 ,= 核 为 G, 的 理想 . 

误 扬 是 李 群 ,五 是 它 的 子 群 ,如 /五 是 瑟 的 堪 旁 集 所 成 的 空 
间 , 于 是 , 若 z=zHEG/H,a€ G, 则 


atxH) = wz， 
即 G 的 左 移 保 持 左 旁 集 ,并 且 
azi = oz， dada,zE€G. (2.9.4) 


因此 G 的 左 移 可 以 作用 在 GA/ 上 ,并 将 由 GG 中 元 束 e 决定 的 在 
G/ 理 中 的 左 移 记 作 i(a), 这 样 ,(2.9.4) 就 可 以 表示 为 
i(la) oe ne = nlaz) = nLz), a 人 EO, (2.9,.5) 

这 就 得 至 G 中 元 索 a 在 G 的 左 移 工 , 与 在 Cj/ 五 中 的 左 称 i(a) 的 
关系 

Ila)je r= re atel, (2.9.6) 
即 左 移 与 投影 x 交换 .从 而 ,其 切 映 射 

lla}, ° ns = nn» °° (La),. (2.9.7) 

特别 ,对 二 万 ,上 的 左 移 保持 每 一 个 左 旁 集 ， 
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即 
Tah)} = rz, hE HxrEtEG. 
于 是 就 得 到 
rn R= 7x, AEH. 
从 而 有 


x (Ri),. = rvsh 人 EH, 
即 x, 经 二 的 右 移 不 变 . 因 此 
Neo alh) 一 Te ACR)), = x * (RE), CL,). 
=x» (Lp ， 政 所 五 ， 
其 中 为 G 的 伴随 表现 ,再 由 (2.9.7) 就 得 到 
T° alh)= ih). * xs, EH. 


$10 李 变 换 群 


定义 2.10.1 李 群 G 称 为 微分 流 形 M 上 的 李 变 换 群 ,如 储 
1，G 中 的 任 一 元 素 & 都 决定 M 上 的 一 个 变换 , 即 
a: MM 
为 微分 闻 肚 , 它 使 
ratltr), TEM, 
并 常 将 a{z) 记 作 va 或 za. 
2. (a,r)ra,aEG,xrEM, 
作为 
GxM—M 
的 映射 是 C” 的， 
3. 对 任意 a,bEG 的 和 xzEM， 
TB) = (xa)pb. 
定义 中 的 a 既是 李 群 G 中 的 元 素 又 是 微分 流 形 MM 上 的 灰 
换 , 也 常 称 作 a 作用 于 MM ,za 是 z 经 ae 的 从 , 也 可 记 作 Roz ,并 称 
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为 右 作 用 的 .同样 也 可 以 定义 左 作 用 的 变 措 , 即 
Lri=ar, XEM. 
左右 必用 的 区 别 在 于 定义 2.10.1 中 的 条 件 3, 对 右 作 用 的 变换 ， 
Tap} = {xza)b, abEG,rEG, 
即 
Rs, = Ros Re, a,bEG. 
对 左 作 用 的 变 挽 ， 
《cp = ahr), ad EG,rEM. 
即 
Ls = :Ls dEG. 
由 定义 立即 推 得 ,对 G 中 的 单位 e， 
Re。 = Le = 恒 同 ， 
以 及 对 G 中 性 意 的 元 素 a， 
Re 
定义 2.10.2 设 李 群 G 是 微分 流 形 M 上 的 李 变 换 群 ,G 在 
M 土 的 作用 称 为 有 效 的 ,如 果 保 持 整 个 M 不 动 的 变换 即 恒 同 变 
换 只 有 玉 。.G 在 M 上 的 作用 称 为 自 击 的 ,如 果 使 有 一 个 点 不 动 的 
变换 只 有 民 ,. 
以 上 定义 对 开 作 用 的 李 变 换 群 同样 适用 . 
例 2.10.1 李 群 G 的 任 一 元 素 都 决定 G 土 的 一 个 左 移 或 右 
欧 变 换 , 它 们 构成 G 土 的 左 移 或 右 移 变 换 群 ,分 别 为 雹 作用 的 和 
右 作 用 的 .由 于 左 移 或 右 移 是 单传 递 的 ,因此 ,其 作用 是 自由 的 . 
例 2.10.2 设 M=R2G=GLO,R), 则 G 中 元 素 都 决定 
M 土 的 一 个 线性 变换 ,并 按 左 作用 和 右 作 用 分 别 定义 为 
(A,T) = Ar, AEGL(In,R),rTEM, 
或 
(A,T) = xzA, AE GL(n,R),r EM. 
这 样 ,G 就 是 M 上 的 左 作用 的 或 右 作 用 的 李 变 挽 群 .G 在 Mf 上 土 的 
必用 是 有 效 的 ,但 不 是 自由 的 . 
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例 2.10.3 在 复数 平面 上 加 上 无 窃 远 点 成 一 Gauss 球面 
M.GL(2,C) 是 二 阶 复线 性 群 ,C 表示 复数 域 ,规定 GL {2, 忆 ) 在 
M 上 的 作用 如 下 , 若 


着 霹 "je GL{2,C), 


则 


A(z) 0 ee 


A(%m) = 全 ， 


不 难 验证 ,GL(2,C) 是 在 M 上 左 作 用 的 李 变 换 群 .但 是 , 它 在 M 
上 的 作用 不 是 有 效 的 ,因为 ,对 任意 非 零 的 AEC， 
( ,je GL({2,C) 
都 保持 M 不 动 . 
特别 , 若 微 分 流 形 M 上 的 幸 变换 群 G 为 一 实数 加 群 , 则 称 之 
为 M 上 单 参数 变换 群 .这 时 ,对 任意 的 实数 1, 都 决定 M 上 的 一 
个 变换 
PMAMT，E 玉 ， 
使 
pptp), pEM. 
gr( 户 ) 作 为 + 和 的 函数 都 是 C” 的 ,并 且 
Pe” ps = Pts: ,ssER, 
于 是 
?0 二 恒 同 ， 全 站 = 部 -了 入 于， 
显然 ,对 单 参 数 变换 群 ,无 左右 作用 之 别 . 
设 PrttERR) 是 M 上 的 一 个 单 参数 变换 群 ,对 M 上 任意 给 
定 的 一 点 pp, 令 
Tplt) = pp), 1tER, 
这 就 是 点 p 在 作用 下 的 像 .又 由 
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TAO 和 oO p) = 轧 ， 


zp(t)(zER) 是 过 p 的 一 各 CO 曲线 , 称 沧 pp 窑 o, 健 用 下 的 襄 


道 . 它 在 p 点 的 切 向 量 为 
de le) = x,(0), pEM. 


:=0 
这 样 ,对 任意 给 定 的 M pe gy; 就 在 M 上 的 每 一 
点 户 都 决定 在 该 点 的 一 个 切 向 量 z,(0), 从 而 也 就 决定 了 M 上 的 
一 个 C” 向 量 场 并 ， 
EK, = (0), pEM. 

世 称 为 由 g(t€RR) 诱 导 的 向 量 场 ， 

设 gE xplt), 则 必 有 sER, 使 
q = zp(s) = ps(p), 


en | 


于 是 ,9 的 轨道 
Tal) = G90) = Ge PAP) = prslp) = zplt + s), 
所 以 
X, = £0) = top(s). 
这 就 说 明 , 思 p 在 pg, 作用 下 的 轨道 x,(t) 是 向 量 场 站 过 记 的 积分 曲 
线 .因此 ,zlz) 适 合 微 分 方程 


dz 
dz 


二 七 
并 合 于 初始 条 件 
xot0) = p. 

反 过 来 ,对 在 微分 流 形 M 上 任意 给 定 的 一 个 C ”向 量 场 六， 
是 否 存在 一 个 单 参数 变换 群 , 它 诱导 的 向 量 就 是 XX? 问题 自然 归 
结 为 求 上 述 微 分 方程 的 解 .一 般 的 ,只 存在 与 之 相应 的 局 部 变换 的 
局 部 单 参数 变换 群 . 

定义 2.10.3 设 U 是 微分 流 形 M 的 一 个 开 集 , 1.=(~&， 
e),E 人 0 抽身 

Pp: lxU—>M 


“| 和， 
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称 为 M 上 的 一 个 局 部 变换 的 局 部 单 参数 变换 群 ,如 果 
1. 对 每 一 个 上 E€ 1， 
Pp: p> pp), PEM 
是 培 到 内 (CD 的 微分 同 胚 ， 
pe: UpU), 1tELT,. 
2. 车 1,s 和 t+ 5sEL,H pp,w(p)EUV, 则 
ps PP) = poerilp). 
车工 = KR,U = AM, 就 得 到 单 参数 变换 群 .因此 ,以 上 对 单 参数 
变换 群 的 讨论 ,对 局 部 变换 的 局 部 单 参 数 变 换 群 都 适合 ,只 要 将 + 
限制 在 I 中 ,以 及 将 pp 限制 在 U 中 .因此 ,局 部 变换 的 局 部 单 参 
数 变换 群 wm 也 决定 UU 上 的 一 个 向 量 场 , 称 为 由 gy 诱导 的 向 量 
场 . 
定理 2.10.1 设 针 是 微分 流 形 M 上 的 一 个 C 向量 场 , 则 
对 M 上 的 任 一 点 po, 都 有 po 的 分 域 U 和 E>0, 以 及 一 个 局 部 变 
换 的 局 部 单 参数 变换 群 
PP: lxU-—*M, 
它 诱导 给 定 的 向量 场 其， 
证 明 ”由 常 微分 方程 的 解 的 存在 惟一 性 定理 ,对 给 定 前 微分 
方程 


dr - X (2.10.1) 


和 MM 上 草 任 一 点 pp, 必 有 ei 疡 人 ,和 po 前 一 个 分 域 ,使 当 
zl < sl 和 pcE on 时 ,方程 (2.10.1) 有 过 的 惟一 的 积分 曲线 


zi)， 即 


dt x, PEU,|IiI< £1 


zp(0) = p, 
并 且 ,z 对 pp 和: 都 是 C” 的 . 令 
pAp) = rolt), PE UNIT 
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这 就 得 到 DI 到 gp,(0i) 的 CC” 映射 
pe UY (Ui), lt|I< El. 

现在 证 明 , 对 适当 的 >0, 69,(fEL) 是 MM 上 的 一 个 局 部 变 的 局 
部 单 参数 变换 群 .着 1 ,5 ,t+5E 1 ,pp.(p)E U1, 则 

和 + 起) 一 ro(lt + ss) 
和 和 

gp.° Pp) = xrp tp lt) 
都 是 方程 (2.10.1) 的 过 gp,(5) 的 积分 曲线 .因此 ,由 解 的 惟一 性 ， 

”和 一 + 
又 因为 wo 是 Cr 上 的 人 恒 同 变换 , gp, 对 上 连续 , 必 有 0(e 志 
1) 和 po 的 分 域 CU ,使 雪上 < 时 ,gp,(U)CUL, 于 是 , 当 p 
EU 和 |:|<e 时 ， 
Pe Ptp) = polp)= Dp, 


即 在 上 上， 
p= pis 
所 以 
Wi UD 
是 微分 则 胚 . 


这 就 证 明了 p,(i 1) 是 M 上 的 一 个 局 部 变换 的 局 部 单 参 
变换 群 , 它 诱 导向 量 场 艾 . 

一 般 的 ,相应 的 单 参数 变换 凿 未 必 存 在 .不 难 证 明 , 当 M 是 
紧 致 的 , 则 有 肯定 的 结论 . 

设 wm 人 各 民 ) 是 M 上 的 一 个 单 参数 变换 群 ， 

vw: M—M 
是 微分 局 上 是 ,容易 验证 
B= yp pb, iER 

也 是 M 上 的 一 个 单 参数 变换 群 . 

定理 2.10.2 设 p(t ER) 是 微分 流 形 M 上 单 参数 变换 群 ， 
它 诱导 向 量 场 六 ,po: ”M->M 是 微分 同 胚 , 则 单 参 数 变换 群 6, = 
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"gp" 加 ! 诱 导向 量 场 XX. 

证 明 设 g 是 M 上 人寿 一 点 , 则 必 有 ppEM, 使 g= (Pp). 又 
设 记 在 g, 作用 下 的 胃 道 为 xz,(z),g 在 瑟 作用 下 的 胃 道 为 xz, (2)， 
于 是 

rot) =Bg) = Be pp) = 有 p(p) = p(xo(t)), 
因此 


dzxp(t) _ dy(r,(z)) 

$+ 2 -(y. dt ) dr £=0 
_ dz, (2) 
dt lo 2 


其 中 在 是 于 诱导 的 向 量 场 ,所 以 
区 = 

特 茵 ,车 向 量 场 站 是 55 不 变 的 , 即 yj, 四 = 四 , 则 有 芝 = 臣 , 即 
,种 go, 诱导 相同 的 向 量 场 , 则 它们 为 相同 的 单 参数 变换 群 ,并 由 
此 立即 可 每 下 列 推论 . 

定理 2.10.3 在 定理 2.10.2 的 假设 下 ,站 是 yj 不 变 的 必须 
且 只 须 风 与 p(t ER) 交 换 . 

例 2.10.4 设 G 是 李 群 ,下 是 G 上 的 一 个 左 不 变 向 量 场 ， 
则 由 萤 = 六 决定 G 上 的 一 个 单 参数 群 g(tX)(tER 民 ), 它 也 是 向 
量 场 蕊 过 单位 e 的 一 条 积分 曲线 .因为 于 是 左 不 变 的 ,所 以 ,过 G 
上 和 企 一 点 p 的 积分 曲线 就 是 g( 这 ) 的 左 移 , 即 pg(tX)， 于 是 , 令 

pp) = PalitX), PEGtER. (2.10.2) 
这 就 得 到 G 上 的 一 个 单 参数 变换 群 
Pp: GG, 1tE€RKR. 
它 诱 导 左 不 变 向 草场 蕊 .由 (2.10.2) ， 
ppP) = Rwp, ppEGLtER. 
即 有 
pe = Fat, ttER. 
这 就 证 明 , 与 左 不 变 向 基站 相对 应 的 单 参数 变换 群 是 右 移 Rx)， 
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所 以 ,又 党 将 上 GG 上 的 左 不 变 向 量 场 称 为 无 穷 小 右 变换 . 

在 第 一 章 中 曾经 说 明 ,微分 流 形 M 上 全 体 C” 向 量 场 的 集合 
对 线性 运算 和 换 子 运算 构成 一 个 实 李 代 数 工 (M) .下 面 给 交换 子 
运算 一 个 几何 解释 . 

定理 2.10.4 设 下 和 了 六 是 微分 流 形 MM 上 的 C” 向 量 场 ， 
qe(t 毛 尺 ) 是 M 上 的 单 参数 变换 群 , 它 诱 导向 量 下, 则 


[X,Y] = lm (Y- (0 (2.10.3) 
即 
[X,Y], = lm (YC(p), Y),, PEM. 
(2.10.4) 
证 明 设 了 是 AM 上 的 一 个 任意 的 可 微 函 数 , 则 
要 _ df(g(p)) 
Xf =df (Ky) EP 


+= 必 


=tim Ff (9.(p)) — f(go(p))), 


=limd (f(g(p)) - fp)), pEM. 
即 
Xf = ims (fe pf 
今 
gp) = Tf(pAp) -fpo(p)), 1#¥0,p€M, 
go(p) = limg(p) = Xf, 
即 
g: = (Fw -月 ， ti 洋 0， go = AF. 


于 是 
((p), YF =(Y(F. pe pr! 
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={Yl1g + 门 》。 gp., 


从 而 得 到 
lm 二 ( 工 - (pg.)« YX)F 
=lim TY ~ (YF) pi) pi) 
=X(Yf) — Y(Xf). 

这 就 证 明了 


lm (Y- (p).Y) = [X,Y]. 
特别 ,在 李 群 G 上 , 设 苹 ,YEG,, 将 它们 左 物 到 G 的 各 点 上 
得 到 G 上 的 左 不 变 向 量 场 X 和 也, 由 于 Rix) 诱 导向 量 场 区 , 则 
由 (2.10.4)》， 
[X,Y] =[X,Y], = lim7(Y, — (Race))« Y),). 


因为 工 是 左 不 变 的 ,于 是 
(Rae) Y = CRoom) (st Y 
=a(g(£X)"1),. Y, 
其 中 z 是 李 群 G 的 伴随 表现 ,所 以 


[X,Y] =lim 二 (了 -~ a(g(2X)- 1), Y), 


=limT(Y ~ a(g(- 1X)).Y), 

=a(X)}. Y, (2.10.5) 
其 中 a 是 a 在 单位 e 的 切 映 射 , 即 G, 的 伴随 表现 . (2.10.5) 也 就 
是 $8 中 定理 2.8.1 中 的 结论 . 

设 GG 是 在 微分 流 形 M 上 石 作用 的 李 变 换 群 ,G, 中 的 任意 元 
素 臣 决定 G 的 一 个 单 参数 子 群 
Xtt) = gltX), ftE CGC. 
另 一 方 而 ,g(tX) 作 为 M 上 的 右 作 用 的 单 参数 变换 群 Rcox), 它 
诱导 M 上 的 一 个 C” 向 量 场 , 记 作 站. 令 
于 177 四 
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olX)}= XX, XE G,, 
这 就 得 到 G 的 李 代 数 到 AM 的 向 量 场 的 李 民 数 LCM) 的 一 个 映射 
o: 一 工 (AT). 
现在 证 明 ,a 必 为 李 代 数 同 态 . 
定理 2.10.5 设 G 是 在 微分 流 形 M 上 右 作 用 的 李 交 换 群 ， 
则 
o: GL(M) 
是 李 代 数 同 态 ,并 且 , 若 G 的 作用 是 有 效 的 , 则 
5: Go(0,) 
为 同 构 .车 G 的 作用 是 自由 的 , 则 对 G. 中 任意 非 零 元 素 A ,otA) 
恒 不 变 为 零 , 即 向 量 场 s( 有 4) 无 奇 点 . z 
证 明 设 袜 是 M 中 的 任意 一 点 , 令 
gta) = ra = Rt, ae 
这 就 得 到 G 到 M 的 一 个 映射 
or GM 
因为 so,(e)= .xe 二 区; 所 以 o, 在 单位 e 的 切 映 射 (o,), 是 Ge 到 AM 
在 x 切 空 间 M 的 一 个 线性 映射 
(一 AM zt€EM. 
若 4E Cg(A) 是 口上 的 单 参数 子 群 , 它 经 oz 的 像 是 M 
上 的 曲线 .xetzA), 即 
gy: pliA)— raltA), a € GO,. 
这 里 zg (1A)= Ray 也 是 MM 上 的 点 x 经 单 参数 群 g(zA ) 作 用 
下 的 轨道 .于 是 ,oa, 在 单位 e 的 切 上 映射 (o,), 将 g(tA) 在 单位 的 切 
向 量 A 映 到 曲线 zg(rrA) 在 工 的 切 向 量 A,, 即 
(oz A A = (oA)), rEM. (2.10.6) 
而 (ao-)。 是 线性 的 ,所 以 
4 GL(M) 
是 线性 的 ,并 且 , 若 4, 昌 EGG, 刚 由 (2.10.3)， 
[A,B] =lim 二 (县 - RewB), 
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. 1 
一 Ham (B: 一 Rotad Barstia)y 1 


= £02)B ~ Reca (oa DB) 
又 因为 ,对 任意 的 58EG， 

Real " oralia) bd =xe(tA) thetiA) 

=as°* A(g(14 ) ) 2, 
即 有 
Rotia) ®* orglia)! = oz Alg(14) ), 

式 中 A{g(14 ) !) 表 示 内 自 同 构 , 即 A(g(14) b=g(24) 二 
"g{zA4). 它 在 单位 的 切 上 映射 为 a(g(i&4) .于 是 


[4,B] =lim (0.)B ~ (0),* a(g(14)-1)B) 


=(0.). lim 7(B ~ a(g(- 14))B) 


=(o.). lA,B)). 
又 由 (2.10.6)， 
[4,B]. = (a(tA,B])), = [A,Bl,, 
所 以 
[ao(A),o(B)] = ol[A,B)),A,BE 1,e, 

即 o 为 李 代 数 同 态 . 

若 G 的 作用 是 有 效 的 , 设 AE G, 且 cl(4)=0, 即 Reca) 是 
M 上 的 恒 辣 变换 , 则 必 有 

gliA)= e. 
从 而 得 到 A =0, 即 o 核 为 零 . 所 以 
全 ; 一品) 

为 同 构 . 

若 G 的 作用 是 自由 的 , 设 有 M 上 一 点 请 ,使 (4) =0, 则 所 
在 g(zA ) 作 用 下 的 轨道 Reayp 的 切 向 量 为 


d(R ) 
A = ARs(a)p = Regoa) A 
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全 sa) (GA)), = 0. 
即 Rocoaj) 保 持 不 动 .于 是 ,g(tA4)=e, 从 而 有 A=0. 


习 题 


1. 证 明 ,拓扑 群 G 上 全 体 右 移 变 换 RRfaceC) 对 变换 的 磁 法 档 成 一 群 ， 

并 县 
Rii=R-i, a€G, 
Ro = Ro* Ra abEG, 

2. 设 r 是 拓扑 群 G 上 的 道 射 ,LL 和 尼 , [aEG) 分 别 为 上 上 的 左 秘 和 右 
移 ,证明 

{LL = rR ,ES. 

(2)R, = lr,ateo. 

3. 设 忆 是 拓扑 群 ,是 5G 的 亲子 群 .证 朋 ; 商 空间 占 /H 是 齐 性 拓扑 空 
闻 . 

4. 设 局 是 xn 维 李 群 ,i(i=1,…,n) 是 G 的 李 民 数 G, 的 一 组 茜 ,w= 
wE; 是 上 G 上 的 基本 微分 式 , 态 是 五 的 左 称 向 量 场 ,证 明 ; (五 ，…, 下 和 
(ol,"… ,wr ) 是 避 上 互 为 对 俩 的 标 架 场 . 

5. 设 右 是 李 群 , 群 的 导 法 第 出 映射 

pe 
使 
{a,b)— ab, 
证 朋 : 对 任意 的 da 亏 G, 和 和 dG,a,bEG, 
diab)} = ardbt da*b, 
其 中 diab)= (gx).ntda,db)€E Ca 
6, 设 避 是 李 群 ,r 是 G 上 的 逆 射 ,证 明 : 对 任意 的 daEG,,a€0， 
da l=— a ldaa , 
其 中 da i= ridajE€6,-1. 
7. 设 pg,wm 和 和 由 都 是 取 值 于 一 x 锥 李 代 数 的 一 次 形式 ,证 明 : 
(下痢 二 (站 有 下 证 站 区 站 本 = 有 

8. 在 上 是 中 , 若 mp 是 过 次 的 ,w 和 是 一 次 的 ,给 出 与 上 题 中 相应 的 
等 式 . 

9, 设 Ri= |(zx,y)|x,yER}, 
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pp: R*— R’,t ER, 
使 
Pt: (xy) (r+2t,y + 3t). 
求 w. 请 导 的 向 量 场 站 . 
10. 设 R= 1 (x,y)|z,yERI1,R* 上 的 向 量 场 
站 = + 了 0 
求 与 芷 和 毒 相 对 应 的 单 参 数 变换 群 ,以 及 任意 一 点 (zy 3 在 它们 作用 下 的 
加 道 . 


ee 一 一 au mr 
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第 三 章 ”微分 方程 的 不 变 群 
$1 代数 方程 的 不 变 群 


设 M 是 六 维 微分 流 形 ,下 tr=1 ,1 是 上 上 的 7 个 可 微 
的 实 函 数 , 即 
下 
则 
F,=0, v= 1,m,t (3.1.1) 
就 称 为 M 上 的 一 个 代数 方程 组 . M 上 的 一 点 工 称 为 这 个 方 组 的 
解 , 如 果 
F(xrx}=0, TEM,yv = 1,.,1, 
方程 组 的 全 体 解 的 集合 
PF 一 {x EMIF((r)=0, v= 1,..,2) 
称 海 这 个 方程 组 的 解 集 . 令 下 = (让), 即 下 ; MI 一 Ri', 则 方 
程 组 (3.3.1) 可 简写 为 
F=0, (3.1.2) 
其 解 集 则 可 表 为 pgp = ixEM|IF(z)=01. 
设 G 是 在 作 于 MM 的 一 个 局 部 李 变 换 群 . 
定义 3.1.1 号称 为 方程 (3.1.1) 的 不 变 群 (或 对 称 群 ) ,如 
果 它 使 方程 的 解 变 为 解 . 即 对 任意 的 xE yr 和 gEEG, 必 有 gg. x 人 
Pr. 
定义 3.1.2 M 的 一 个 子 集 p 称 的 G 不 变 的 或 的 不 变 子 
集 , 如 果 对 任意 的 Ev 和 gEG, 均 有 g*xXEvw, 即 GpCwy. 
可 见 ,G 是 方程 下 =0 的 不 变 群 必须 旦 只 须 其 解 集 gr 是 如 不 
变 的 ， 
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容易 证 明 , 若 M 的 子 集 ol 和 ps 是 G 不 变 的 , 则 pi v2 和 
P1U gz 也 是 G 不 变 的 . 
例 3.1.1 设 人 MM 为 R?=1(r,y)|z,yEERI,G 为 实数 如 群 
G.= {gle ERI, gp, 在 R? 的 作用 定义 为 
pt (ry (x + ce,y+ e), 
c 为 任 痢 非 零 常数 . 这 是 一 个 单 参 数 变 换 群 ,相应 的 向 量 场 为 


c 基 + 芒 ,任意 一 点 (z,y) 的 轨道 为 直线 发 -于 = 工 -Y. 其 任 -- 


轨道 , 即 直 线 x = cy+ d(ad 为 任意 常数 ) 都 是 G, 的 不 变 子 集 .并 
且 , 容 易 证 明 ,G. 的 任 一 不 变 子 集 必 为 上 述 子 集 之 并 集 ,例如 ， 
[(z,y) lk- ey < k2l. 

例 3.1.2 设 M= RR:,G,= {pieERI,g, 在 R? 上 的 作用 

定义 为 
PTY) (ex ,ery), 

= 为 任意 常数 . G。 的 向 量 场 为 + 3 + ay 六 ,其 胃 道 为 z=0 和 y 
= 上 |x 1"(k 为 任意 常数 ) ,它们 村 成 G。 的 不 变 子 集 . 

定义 3.1.3 设 M 和 N 是 微分 流 形 ,G 是 作用 于 M 的 局 部 
李 变 换 群 , 轴 射 

F:M—N 
称 为 G 不 变 的 ,如 果 
Firg: x)= F(x) 

对 和 任 音 的 XM 和 gEG 成立. 

特别 ,着 N=R， 

F:M-—= FR 

是 全 不 变 的 , 则 已 称 为 G 的 一 个 不 变 函 数 ,或 不 变量 . 

着 N= RR,F=(Fl,…, 下 ) ,显然 ,F 是 G 不 变 的 必须 且 只 须 
Fl, =, 都 是 GG 的 不 变量 . 

例 3.1.3 对 例 3.1.1 中 的 R* 上 的 平移 群 G. ,容易 证 明示 
数 E(x ,y)= 工 一 cy 是 它 的 一 个 不 伙 量 ,并 且 它 的 任 痢 画 数 f(z 
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-~ 必 ), 都 是 后. 的 不 变量 ， 
及 之 ,还 可 以 证 明 G, 的 不 变量 必 为 f{z 一 cy). 这 是 因为 ， 
F(z,Y) 是 GG 的 不 变量 必须 且 只 须 
Flri+Ce,yti+e) = F(tr,Yy) 
对 任意 成立, 即 F(z+cy,Y+8) 与 8 无关. 由 此 可 知 F{r,y) 
应 满足 微分 方程 
c+ Fr,= 0, 
而 此 方程 的 通 解 为 FF= f(x 一 cy). 

例 3.1.4 设 G=SO(2)=1gqpo|18E RI 是 R* 上 的 旋转 群 , 妈 
pb :及 一 > 及 (zy) 一 (oosg — ysing, Tsing + ycosd ). 
显然 ,zx? 十 尖 以 及 它 的 任意 函数 f(x?+ YY) 是 SO(2) 的 不 变量 . 

反之 也 不 难 证 明 SO(2) 的 不 变量 必 为 f(z? 十 y?)， 

定义 3,1.4 设 F 是 M 上 的 实 值 函数 , 即 F:M-*R, 则 MM 

的 子 集 
gre = lIz EMIF(r)= cl 
称 为 下 的 一 个 水 平 售 , 其 中 < 为 任意 实数 . 

定理 3.1.i1 设 殷 是 作用 于 M 的 局 部 李 群 ,F:M->R, 则 下 
是 不 变 的 必须 且 只 须 F 的 所 有 的 水 平 集 都 是 女 不 变 的 . 

证 明 必要 性 显然 ,更 证 充分 性 . 

设 二 是 M 于 的 任意 一 点 , 它 必 在 下 的 某 一 水 平 集 mg 上 上 , 即 
F(x)=c. 由 于 gr 是 G 不 变 的 , 则 对 任意 的 gEG, 必 有 gg*zE€ 
or 于 是 

Flg:7x)=¢c = F(x), 
即 下 上 是 后 不 变 的 . 

最 然 , 有 关 水 平 集 的 概念 可 以 推广 到 上 映射 下: M-> 玉 ,这 时 
理解 为 RR' 上 的 点 c = 《cl…,c) ,其 中 cj,…,ci 为 任意 常数 ,定理 
3.3.1 中 的 结论 仍然 成 立 . 

方程 F(z) =0 的 解 集 可 看 作 下 的 一 个 水 平 集 gr ,可 见 , 车 一 
下 是 二 不 变 的 , 则 G 必 为 方程 三 =0 的 不 变 群 ， 
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上 述 缩 论 的 反面 未 必 成 立 ,例如 , 设 G 在 R* 上 的 作用 为 
Gtr,y) — (hr ,Ay), 

其 中 4 为 大 于 0 的 任意 常数 .F(zx,y)= zy, 则 下 =0 的 解 集 px = 
(zx,y)ER:|zy=0| 是 G 不 变 的 ,但 下 不 是 G 不 变 的 ， 

设 G 是 作用 于 M 的 局 部 李 变 换 群 ,对 其 李 代 数 上 中 的 任 一 
非 零 元 素 v, 有 相应 的 单 参数 子 群 g(tv), 也 记 作 expitv (rz ER). 
作为 M 上 的 单 参 数 变 换 群 ,有 相应 的 M 上 的 向 量 场 vw ,我 们 称 之 
为 G 的 生成 元 .由 第 二 章 人 $10, 可 得 到 G, 到 M 向 量 场 李 代 数 工 
(M) 的 一 个 李 代 数 同 态 

o:G.—* L(M). 

以 下 讨论 如 何 由 李 变 换 群 G 的 生成 元 来 判别 一 个 函数 下 是 否 GG 
的 不 变量 ,以 及 G 是 否 方 程 下 =0 的 不 变 群 . 

定理 3.1.2 该 习 是 作用 于 M 的 连通 部 李 变 换 群 , 则 MM 上 
的 软 数 下 是 上 G 的 不 变量 必须 且 只 须 对 G 的 所 有 的 生成 元 v， 

YE = 

在 M 上 成 立 . 

证 有 明 必要 性 . 设 下 是 G 的 不 变量 , 郑 对 任意 的 gEC 和 
EM,F(lg:z)= F(zr) 成 立 , 特 别 ,对 任意 的 生成 元 v， 

Flexptv * xz) = F(z), 1:ER. 

即 F(exptv" 式 ) 与 1 无关, 从 面 有 


EF(expv ‘x+) = 0, 


特别 , 取 上 =0, 就 得 到 
u(r) = 0,x EE M. 
充分 性 .由 vuF = 人 0 在 必 上 的 所 有 的 点 成 立 ,对 任意 的 G 的 
生成 元 vz 和 J 上 的 任 一 点 z， 


LF(expto "7)= uFlexpiv "zh = 0, 1E€R. 


可 知 
Flexptv ' x) = F(zx), 
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即 下 沿 G 的 任 一 单 参 数 子 群 的 作用 轨道 不 变 . 对 李 群 G, 必 有 单 
位 的 邻 域 U( 例 如 法 坐标 域 ), 使 U 中 的 任 一 元 素 g ,都 有 连接 G 
的 单位 e 和 8g 的 单 参 数 子 群 ,从 而 有 
Fig*zxr)= Flr), gE€U. (3.1.3) 
由 G 是 连通 的 假设 ,G 可 由 它 的 单位 邻 域 U 生成 ,因此 ,对 G 中 
任 一 元 素 g, 必 有 
8 = B18B2 EB: gl; EU. 
由 (3.1.3) 应 用 与 纳 法 即 可 证 明 
Flg*z)=F(gig2 BE 1) = 下 (ge2 Br £)) 
=Flg2ag :x)= "= Flr), gE€G, 
即 下 是 G 的 不 变量 . 

不 难看 出 此 定理 的 一 个 几何 的 直观 的 解 枝 , 汕 数 下 是 G 的 不 
变量 必须 上 且 只 须 下 沿 G 的 任 一 单 参数 子 群 的 作用 轨道 上 的 值 都 
不 变 . 

设 避 是 > 维 的 ,wi1,…,wv, 是 上 的 一 组 基 , 它 们 在 M 上 的 相 
应 的 向 量 场 w1 ,…, wv, .由 定理 3.1.2, 下 是 G 的 不 变量 必须 目 只 倘 


woF =0, a= lr. (3.1.4) 
在 M 的 坐标 域 U;(z) 中 , 设 
了 = De 位 3 1 
则 条 件 (3.1.4) 可 具体 表示 为 
| 加 = we Lr (3.1.5) 
ox 


例 3.1.5 ”在 例 3.1.1 中 ,G, 的 生成 元 2=c + 半 , 由 vwF 
证 J 
二 0, 即 


可 得 G. 的 不 变量 
F(z,y) = flr -cy), 
其 中 了 是 任意 函数 . 
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在 例 3.1.2 中 ,G, 的 生成 ja= 入 + my 关 , 由 


aF da _ 
Ts = 0, 


基 得 G, 的 不 变量 
Flzx,y) = f(r"y). 
例 3.1.6 设 M=R=jizy)|lz,yERR1,G 为 旋转 群 
SO(2), 其 生成 元 u= -> 3 + 工区 ,由 
aF 3F 


即 得 其 不 变量 
下 (zy) = f(x + y). 
例 3.1.7 设计 = 谍 ,G 的 生成 元 为 
ee zx?) 六 
考察 方程 
yt) 和 = (3.1.6) 


不 难得 到 它 的 两 个 独立 的 通 积分 
所 一 Yi， 天 = arctanz — arctan 一 ， 
它们 都 是 G 的 不 变量 , 取 


£ = tank = Ei 
zy+y 
它 也 是 G 的 不 变量 .于 是 ,得 到 (3.1.6) 的 通 解 


FE 本 
进一步 ,在 R* 中 作 坐 标 变换 
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0 = arctan  ， 

于 

z = 入 一 > 

zy 十 工 ” 

直接 计算 即 可 得 到 在 坐标 杀 (x ,8,8) 中 的 表示 
可 
型 一 EF 
例 3.1, 和 8 设 MM=R>- x=y=0tUtzr :+ y=1,z=01}，, 
全 可 
Ya Ty 


Wz = 2zz 区 oe + (zs7+1- zx -yy) 六. 
在 M 上 .ai 与 wz 处 处 线性 无关 , 且 不 难 验 证 [wi ,wz1=0, 则 必 有 
以 zi 和 wz 为 生成 元 的 局 部 李 变 换 群 G ,其 不 变量 下 应 满足 条 件 
v1iF==0 各 wa 下 二 0, 基 


39F aF 3F 
2zz 7 to ay + (rl ry = 0 


并 可 解 得 
pd 2 2 1 
pay = fp 
进一步 ,在 MM 中 作 举 标 变 搁 ; 


2 /7 
8 = arctan 于 ， 
工 


c= + te tl 
直接 计算 即 可 得 到 vi 和 和 vw 在 坐标 杀 (x ,68,8) 中 的 表示 
2 一 2rw 弛 一 于 一 


1 和 
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定 久 3.1.s AM 上 的 一 个 方程 组 
F(z)=0, y= 1,.,1 


称 为 满 秩 ( 或 有 最 大 铁 ) 的 ,如 果 矩 阵 | 2 是 } 在 方程 的 解 集 ps 上 的 
每 一 点 的 秩 都 为 1, 妈 
rank ( 


这 时 ,自然 有 < 安 m ,pr 为 时 的 一 个 mm 一 /的 维 的 子 流 形 . 
定理 3.1.3 设 右 是 作用 于 MM 的 连通 的 局 部 李 变 群 ,F:;M 
一 R! 定义 的 方程 组 下 =0, 妈 
F{rz)=0, v= 1,.…,! 
是 满 秩 的 , 则 上 G 是 这 个 方程 组 的 不 变 群 必须 且 只 须 对 GG 的 任 一 生 
成 元 以 及 gr 上 性 一 点 zx， 
vv"F{(r)=0, v= 1,.…,1 


aF, 
a) = -ee 


成 立 . 
证 明 必要 性 .由 G 是 方程 F=0 的 对 称 群 , 当 x EE pr 时 ,对 
性 意 的 gE€G， 
Fi(g*x)}=0, v=1,.,1. 
特别 ,对 任意 的 避 的 生成 Tv ， 
F,(expev * xz) = 0, v= ,i. 
进一步 


4 ， 三 本 
ER (expe% z) a 0, y= 1,"i. 


vv Fr)=0, TIE, v= l,l, 
充分 性 . 设 zo 是 解 集 pr 上 的 任 一 点 ,在 zo 近 傍 严 M 的 坐 
标 系 (yy ,使 
y=F,, v= 1,,1, 
y=, k=l+l,,n, 
是 189 于 
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则 (yy 为 pr 局 部 举 标 系 . 设 w 是 G 的 任 一 成 元 , 它 的 坐 
标 表示 为 
v= 有 (y) 2 + 名 (人 二 
多 dy 
由 假设 ,在 pr 上 wzF,=0, 即 有 
了 二 古人 
从 而 得 到 PCy)=0,v=1,…',i. 于 是 , 当 yE gs 时 ， 
vy) = 总 和 二 十 
这 就 说 明 v(y) 都 是 pr 的 切 向 , 即 pp 是 这 个 x -i 维 平 而 场 的 最 
高 维 积分 流 形 . 
设 z(#) 是 作用 于 M 的 G 的 单 参数 子 群 exptw 过 xzo 的 轨道 ， 
即 zt 三 expto"zo* 它 满足 方程 
| 这 


di ”三 
x(0) = xo, 
由 解 的 惟一 性 ,z(t)E€ gr. 

由 于 G 必 有 单位 e 的 邻 域 口 可 由 上 述 单 位 参数 寺 群 兽 满 .于 
是 , 当 gE TU 时 ,gzoE 红 :再 由 G 的 连通 性 , 即 可 证 当 5EG 时 
gE"* Tt pF, 

所 以 G 是 方程 下 =0 的 不 变 群 . 

例 3.1.9 设 MM=R?*,G= SO(C2), 即 平 而 上 的 旋转 群 ,相应 
的 向 量 场 

如 9 
v= Yat ay 

设 Flx,y)=zx1+ zy TT-1=(x +1)(r + 一 1), 这 

时 
uF = 2ry(r: +1) 1F(r,y), 

因此 天 不 是 忆 不 变量 ,但 当 (x,y)E ps 时 ,vwF=0, 是 


aF aF 3 2 
(器 区) = {4z + 2ry ,2x y+2y) ne 
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即 方 程 =0 是 满 秩 的 .所 以 ,G 是 方程 F=0 的 不 变 群 . 
设 H(z,y)=y~2y+1=(y 一 1X, 这 时 
uwH lo =2z(y~1)|l, =0 
但 


(如, 次)| = (0,2(y - 1)) | py = (0,0), 


方程 H=0 不 是 满 秩 的 . 由 定理 不 能 断言 G 是 方程 日 =0 的 不 变 
群 ,事实 上 ,G 不 是 方程 H=0 的 不 变 群 . 

定理 3.1.4 设 F:M>R' 在 gr=izr€E€MIF(z)=0| 上 有 
最 大 秩 , 则 M 上 的 实 值 函数 了 在 pr 上 为 零 必 须 上 且 只 须 存 在 画 数 
Qi(z),… ,Qi(z) 使 

Flx) = QIFIz) + + Q(T)F(zr) 

在 M 上 成 立 . 

证 明 ”充分 性 显然 , 现 证 必要 性 . 先 证 Q,{zx)(v=1,…,4) 局 
部 存在 . 

设 zo pp; 则 F(zo),… ,让 (x0) 至 少 有 一 个 不 为 零 ,不 妨 
投 F(zo) 关 0(1 夺 a 二 站 , 则 有 zo 的 邻 域 口 ,使 F(z) 在 U 上 便 
不 为 零 . 取 


Q(x) = 人 ,zh = 0, 当 a， 


则 了 = 六 Q.(z)P(z) 在 U 上 成 立 . 


设 zoE PF ,由 方程 五 =0 有 最 大 秩 的 假说 ,or 必 为 M 的 1m 一 
! 维 子 流 形 ,如 定理 3.13 的 证 明 , 在 xo 近 傍 取 M 的 坐标 系 V: 
ye 全 (为 pp 上 的 坐标 , 则 gy 在 
V 中 表示 为 

y=0, v= 1,.",i. 

设 mx 是 V 站 gr 中 的 任 一 点 ,其 坐标 为 {0 ,0 党) 

为 任意 国定 的 值 . 令 
Hs, = {yl 
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这 是 过 m 的 一 个 ?1 维 子 流 形 , 点 mm 对 应 RR 中 的 原点 (0,…,0). 
由 第 一 章 $4 的 引 理 1.4.1, 对 H, 上 的 任意 函数 (Cy!,*…, yy， 
i) 必 有 五 - 上 的 轴 数 (yy 10, ,YR )(v= 
IT,… ,zt 使 


1 
fy = flm) 十 2 Qo 
由 了 在 pr 上 为 零 的 假设 ,Fr(mm)=0, 于 是 有 = 2 Qo, 即 


在 V 上 Ff = a, (zx)F,(x) 成 立 . 
以 上 证 明了 在 M 的 一 点 都 有 包含 它 的 邻 域 ,使 在 此 邻 域 中 


存在 Qi(x),…,Q(z) 使 f= Dor. 成 立 .进一步 利用 单位 分 
解 定理 即 可 证 明 存 在 M 上 的 函数 Qi(z),…Q(z) 使 六 = 


>oP 成 立 . 

由 此 定理 和 定理 3.1,.3 立即 可 得 下 列 定理 ， 

定理 3.1.5 设 G 是 必用 于 Mf 的 连通 的 局 部 李 变 换 群 ,下 ， 
M-*R!' 在 pr 上 有 最 太 秩 , 则 G 是 方程 =0 的 对 称 群 必须 且 只 
须 存 在 畏 数 Q(z (n=1,2,… ,7 ,使 


vw* F(x) = dQ (a) F(z), v= 1,,7 (3.1.6) 


在 M 上 成 立 . 

(3.1.6) 表 示 下 (7 = 工 -…, 巧 沿 2 的 方向 导数 仍 可 用 下 
F, 表示 ,对 此 可 观 地 解释 为 解 流 形 上 的 点 沿 z 的 无 穷 小 移动 仍 属 
于 这 个 子 流 形 . 

定义 3.1.6 设 避 是 作用 于 M 的 局 部 李 变 换 群 ,M 的 一 个 
子 集 p 称 为 局 部 如 不 变 的 ,如 果 对 p 上 的 任 一 点 x, 存在 G 的 单 
位 e 的 一 个 邻 域 G, 使 对 G. 中 任意 元 素 g,g'xEvyp 成 立 . 

车 避 是 M 的 一 开 集 ,CU 上 的 男 数 
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F:U—R 
称 为 局 部 G 不 变 的 ,如 果 对 任 一 点 z+ EU, 存 在 如 上 所 述 的 G,， 
对 任 一 元 素 gEG,,F(g*z) 二 下 (xz) 成 立 . 车 上 式 对 G 中 任 一 元 
素 g 成 立 , 则 下 称 为 整体 G 不 变 的 ， 
例 3.1.10 设 G 是 R? 上 沿 zz 轴 的 平移 所 成 之 群 , 即 
G:(x,y)— (r+ Ee,y). 
线段 工 一 xz,y)ER?|y=0, 一 1 之 x 之 1| 是 局 部 G 不 变 的 ,但 不 
是 整体 G 不 变 的 . 
定义 在 U= [|R 一 (0,y)1y201I 上 的 函数 
Fz,y) -i 当 y 志 0 或 y >0,z > 0, 
ell， 当 y>0,zr <0 
是 局 部 G 不 变 的 ,但 不 是 整体 G 不 变 的 . 
定理 3.1.6 微分 流 形 M 的 子 流 形 N 是 局 G 不 变 的 必须 且 
只 须 gCN, 对 NN 的 每 一 点 z 和 G 中 的 每 一 元 素 g 成 立 , 其 中 所 
表示 由 g 决定 的 单 参数 子 群 作用 于 x 的 轨道 在 z 的 切 向 量 ,N， 
为 NN 在 z 的 切 空间 . 
换 句 话说 , N 是 局 部 G 不 变 的 必须 和 且 只 须 G 的 所 有 的 生成 元 
与 N 处 处 相 切 ， 
对 给 定 的 变换 群 ,我 们 和 常 要 问 它 的 不 变 基 的 个 数 . 由 于 不 变量 
的 任意 函数 仍 是 不 变量 ,因此 ,确切 的 问题 是 它 的 独立 不 变量 的 个 
数 . 
定义 3.1.7 JM 上 的 函数 (zz),…, 个 (xz) 称 为 沙 数 相关 
的 ,如 果 对 M 上 的 每 一 点 ,都 有 的 一 个 分 域 UU 和 一 个 在 RR* 
的 任 一 开 集 上 都 恒 不 为 零 的 实 通 数 F(z!1,…,s*), 使 当 xEU 时 ， 
FELCz) H(z)) = 0. 
Ex) 娃 (xz) 称 为 通 数 独立 的 ,如 果 它 们 限制 在 M 的 任 一 开 
集 U 上 都 不 是 函数 相关 的 , 即 若 F( 纪 (zxz),…, 寻 (x)) 在 某 开 集 
UU 上 为 零 , 则 必 有 下 在 UU 上 恒 为 零 . 
例 3.1.11 在 M=1(zx,y)ER*|y 隐 01 上， 
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ti(r,y) = 


是 再 数 相关 的 ， 
例 3.1.12 设 M= RR?， 
Ws 当 y 去 0， 


1 二 2 = 
Er,y) = Tr, y) 和 当 y > 0, 


它们 在 下 半 平 面 电 数 相关 , 面 在 上 半 平 面 消 数 独立 . 

由 稀 闻 数 存在 定理 可 知 . 

定理 3,1.7 设 E:M>R*, 即 F(x)=((r) ,Hx)), 
则 (xz),… ,大 (x) 是 函数 相关 的 必须 且 只 须 对 M 的 所 有 的 点 
Zz: |] ,的 秩 小 于 上 . 

设 G 是 作用 于 mx 维 微分 流 形 IM 的 * 维 局 部 李 变 换 群 .以 下 
进一步 假设 上 G 作用 于 每 一 点 的 轨道 都 是 ; 维 的 子 流 形 , 即 轨 道 的 
维 数 与 群 的 维 数 相 间 . 这 时 , 避 的 生成 元 构成 MM 上 的 s 维 的 对 合 
平面 场 . 

定理 3.1.8 设 台 是 作用 于 mm 维 微 分 流 形 JM 的 s 维 局 部 李 
变换 群 , 则 对 MM 的 每 一 点 xo 存在 于 zxo 的 邻 域 定义 的 mm 一: 个儿 
立 的 局 部 不 变量 E(x),…, EL™ x) 并且, 在 xo 邻 域 的 群 的 任 
一 不 变量 f(x) 均 为 它们 的 蚂 数 , 即 

Ex) = 下 (人 (5 

证 朋 由 于 轨道 可 看 作 是 维 对 合 平面 场 的 积分 子 流 形 , 根 

据 第 一 章 和 10 的 Frobenius 定理 ,在 xo 近 游 可 经 学 标 变换 

y= Cr), b=1, ,mo—s, 

= Pr), a= ms+t+l,,m,. 
(yy 为 子 流 形 上 的 局 部 坐标 ,这 时 ,在 每 一 轨道 上 ,yy 
即 吕 (ztv=1 ,zm 一 s) 为 常 值 .这 就 说 明 5(z) ECz) 
是 避 的 局 部 不 变量 且 蚌 独立 的 ,叉车 是 上 G 的 一 个 不 变量 , 它 在 
每 一 轨道 上 的 值 必 为 常数 .因此 , 定 作 为 (yi,…,y”) 的 函数 必 与 
Cy) 无 关 , 即 它 上 只 能 (yl 一, yy 了 ) 即 (E(x ),…， 
"(区 )) 的 隧 数 , 即 (x)= 二 FOE Cz), Ez)). 
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由 此 定理 可 知 , 上 述 mm 一 ;个 独立 的 不 变量 就 给 出 了 G 的 全 
部 不 变量 ,我 们 称 之 为 G 的 函数 独立 的 不 变量 完全 组 . 

定理 3.1.9 设 G 是 作用 于 ym 维 微 分 流 形 M 上 的 * 维 局 部 
李 变 换 群 , 绰 (xz),…, Et"” (zz) 是 在 M 的 开 集 玉 上 的 一 个 函数 
独立 的 不 变量 完全 组 , 且 pp 二 1rzEWIF(xz)=0| 是 GG 不 变 的 ， 
则 对 pr 上 的 每 一 点 xo, 都 有 -ro 的 一 个 邻 域 病 (C 全 ) 了 以 及 一 个 
“等 价 的 "G 不 变 画 数 下 (8(z)， 芭 (z)), 它 的 解 集 与 下 的 解 
集 在 环 中 一 致 . 

证 骨 由 于 可 (z),…, 5” “(zxz) 是 函数 独立 的 ,不 妨 设 

det (52))| 7 (gov = 1,,m — ss), 


dr 
于 是 在 xo 近 傍 可 作 坐 标 变换 
Y= Pr), v= 1, ,mm — ss 
六 = x, oo=m— s+1,*,m,. 
此 变换 也 可 简写 成 


y= pr) = (F(z), TF ), 

其 中 f(x)= (Er) ,人 = (zm 令 
F(z)=F"(y), 即 FF*=Foy , 它 也 是 (5z) 它 ) 的 函数 .再 取 
F(z) = F*(r(r), Fo0), 

其 中 全 0 为 到 在 zo 的 值 , 即 为 (x8! ,… ,zx ). 

在 (yD) (i 二 1,…,m) 举 标 系 中 ,G 的 轨道 是 不 变量 的 水 平 集 
y= 二 c*, 即 

Piz} = y= 1,",m 3, 

其 中 c 为 常数 .显然 ,(E{z), 信 0) 与 (5(z), 三 ) 属 于 同一 水 平 
集 , 又 因为 pp 是 G 不 变 的 , F (tx), 0o)=0 必须 且 只 须 
FE5Cz), 说)=0. 而 满足 F*(E(z), 人 0)=0 的 点 集 是 F(x) 
在 六 中 的 解 集 , 满 是 F* (E(xz), 完 )=0 的 点 集 是 F(z) 在 伊 中 
的 解 集 , 二 者 入 同 , 即 它们 有 相同 的 解 集 . 

从 方程 的 角度 来 看 ,此 定理 说 明了 ,一 个 售 有 xm 个 变 元 的 方 
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程 或 方程 组 COCzi zz” =0, 如 果 有 一 个 * 维 的 不 变 群 召 , 财 可 
经 变量 变换 y= g(x), 使 方程 简化 为 仅 含 有 mx -个 变 元 的 方程 
Fi(y, y=0, 其 中 六 = P(x)(v=1,…,m 一 s) 是 避 的 
一 个 函数 独立 的 不 变量 完全 组 ， 

例 3.1.13 设 Flzr,y)=xit+try+y 1=(r+1)(zr? 
+ 一 1)(m 二 2),G = SO(2)(s=1) 是 方程 的 不 变 群 , 它 有 不 变 
量 xz 十 六 一 1. 邻 

之 ] 三 了 十 yy — 1， 
a 
则 有 
Flx,y) = F(z1,22) = ilzz + 1). 
取 过 =0, 则 得 到 等 价 的 方程 
Flz) = F* (zr1,0) = xi. 

进一步 的 问题 是 ,如何 将 有 关 代 数 方 程 的 不 变 群 的 概念 以 及 
利用 不 变 群 的 不 变量 以 减少 方程 中 变 元 的 个 数 从 而 化 简 方 程 的 思 
想 和 方法 推广 到 微分 方程 . 


$2 微分 方程 的 不 变 群 


设 yg 是 一 个 微分 方程 组 , 它 含有 p 个 独立 变量 和 g 个 因 变 
量 ,分 别 表 示 为 
z= (zi AE X= R?, 
u= (uw) EU = R', 
方程 的 解 则 表示 为 
ue 一 f(rl, ,xt), tf 一 1 9， 
或 简写 为 
u = f(x). 
定义 3.2.1 作用 于 Xx U 的 开 集 MM 上 的 一 个 局 部 李 变 换 
群 称 为 方 组 p 的 一 个 不 变 群 ,如 果 它 将 9% 的 解 变 为 9 的 解 ， 
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这 个 定义 的 说 法 比较 粗粮 ,因为 G 中 元 素 是 作用 于 (zx) 
的 , 它 能 否 将 方程 的 解 w= f(z) 经 变换 后 仍 具 有 这 种 函数 形式 ? 
必须 具体 说 明 . 
设 函 数 wx = 乒 了 ) 在 和 XI 中 的 图 像 为 
Tr= (xr,ftr)) lrE NCXx U, 
其 中 Q(CX) 为 了 的 定义 域 .了 是 XXU 的 p 维 子 流 形 .经 G 中 
元 素 g 的 作用 ,生变 为 
g°Tr= I(T,R)= g° (xr,u) | (ru) €E Tri 
一 艇 的 , 它 未 必 仍 是 一 函数 的 图 像 , 即 全 未 必 可 表示 为 全 的 省 
数 . 由 于 G 的 单位 元 素 e 的 作用 为 但 同 , 则 必 有 e 的 邻 域 ,使 在 这 
邻 域 中 的 任意 元 素 g ,g*T 仍 为 函数 图 像 , 妈 有 
= f(F). 
这 样 得 到 的 函数 广 称 为 函 教 卫 经 上 的 变换 ,并 记 作 
7 =g*f. 
例 3.2.1 设 p=1=a, 即 = 尺 =U,G= SO(2) 作 用 于 XX 
x U = R*,G 中 元 素 8 的 作用 为 
(ru)= (rc050 — using ,xsing + uocostd ) 
= { 廊 ,VW). (3.2.1) 
若 ww= 了 f(z) 定义 于 一 个 有 限 多 间 [a ,5], 当 上 充分 小 时 ,9 仍 
为 一 函数 图 像 , 从 而 得 到 函数 玄 = 了 (全 ), 凤 Ty¥=g*°Ty. 特 别 ， 
设 
= fH(r)=artb 
为 线性 函数 ,其 图 像 为 一 直线 .经 8 的 作用 即 转 动 8, 图 像 仍 变 为 
直线 . 除 垂 直 于 zx 轴 的 情况 , 仍 为 一 线性 函数 广 (= 9 让. 粮 具 体 
求 出 产 . 由 (3.2.1) ,6(z ,ar +D5) 变 为 
(R= (rod 一 (ar 十 五 )Sin 人 Tsina + {ax + b)eosd), 
即 
TE =x0o0s0 — (ar + Bb )sing, (3.2.2) 
=xrsing + {ar + bcosd. (3.2.3) 
由 {3.2.2) 解 得 
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= (FT + bsind) (co80 — asingd), 
代入 (3.2.3), 即 即 得 w= f(T), 
‘sin + acost » 
cosg ~ asind™ ”cosf — asing 
以 上 求 六 的 过 程 可 概括 为 以 下 求 广 的 -- 般 性 的 步 又 . 
设 上 G 中 元 宗 g 的 作用 为 
g(r ur (ET) = (Et{r,u), D(x, nu)), 
将 如 = F(z) 代入 , 旭 有 
T= P(r fx) = (1x f(z), {3.2.4) 
= Brf(r)) = B(x fr), (3.2.5) 
其 中 1 表示 便 同 ,要 求 广 只 须 从 (3.2.4) 中 解 出 z. 由 于 更 。(1x 
.万 为 但 网 ,在 e 近 做 审 , -1x 亡 不 退化 ,于 是 可 局 部 地 交 出 
r= (P(x f)) -1x. 
代入 (3.2.5) 旭 得 到 
= (BTX) (P(t x A) 1F. 
特别 , 若 g 的 作用 仅 及 于 xz, 即 
Bi(Tsu) 一 《全 下)》 = (Pr,u), 
于, 是 玉 上 的 微分 同 胚 , 且 有 


mr 


SR} 


i! = 1!, 
从 而 得 到 

二 
代入 w= F(z) 即 得 

= (f° 1)F, 

即 有 

fF = f° Wt. 

例 3.2.2 设 


用) 一 《全 ) = (r+ en,u), 
其 中 a 为 常数 ,s 为 群 的 参数 , 则 4 = f(z) 变 为 
T= F(T)= f° PTF)= f(T -ee). 
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例 3.2.3 设 w= zst)， 

gi(rTft uj (FE, FNR)= (x + et ,te ea). 
不 难 解 得 灾 , 的 道 ， 

Pl ,FT)> (r,t) = (TT -2eF,F), 
代入 守 =e- 呈 -f(z,t) 中 冯 得 到 
(ET) = esr 20, Tt). 

在 曾 明 了 通 数 f(z) 经 G 中 元 素 的 作用 以 后 ,下 面 给 微分 方 
程 组 的 不 变 群 一 个 比较 精确 的 定义 ， 

定义 3.2.2 作用 于 成 x LU 的 开 集 M 上 的 一 个 局 部 李 变 换 
群 G 称 为 微分 方程 组 9 的 一 个 不 变 群 ,如 果 对 p 的 任意 一 解 = 
fT), 定 =(g* 间 (全) 也 是 p 的 解 .其 中 gg 是 G 中 的 元 索 使 ge 
定义 . 

例 3.2.4 方程 

HM: 一 于 rr 
有 不 变 群 
go:(Tt su (rteat +eb,u), eR, 

其 中 a ,5 为 枉 意 常数 .由 此 可 知 ,车 x = f(z ,t) 是 方程 的 群 , 则 zx 
= 了 (x 一 6 ,tt 一直) 也 是 方程 的 解 . 

不 难 验 证 ,在 例 3.2.2 中 的 

BCTst, HU) (t+ et,t e+e tr) 

也 是 方程 不 变 群 .由 此 可 知 , 若 x= f(x,t) 是 方程 的 解 , 则 wu = 
e- 呈 “etf(z 一 2et,t) 也 是 方程 的 解 .特别 ,由 方程 的 一 个 显然 解 a 
二 ctr 为 任意 常数 ) , 则 可 得 到 方程 的 解 


了 
一 ET 十 
WU= ce er ee 


例 3.2.5 Kav 方程 
UW, = We + Guu 
有 不 变 群 
让 109 到 
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PA — 331,f,u 下 
由 此 可 知 ,车 2 == f(x,t) 是 方程 的 解 , 出 
u = f(x+31e,t)+ 3 


也 是 方程 的 解 .特别 , 若 wu = 所 Xx) 是 方程 的 不 依 束 于 : 的 解 , 即 所 
谓 稳定 解 , 则 由 上 述 不 变性 可 知 


u = f(x +3ie)+ 广 


也 是 方程 的 解 . 显然 ,这 是 方程 的 一 个 行 波 解 .上 述 不 变性 也 给 出 
了 方程 的 稳定 解 和 行 波 解 之 闻 的 关系 . 


$3 延 拓 


在 定义 了 微分 方程 的 不 变 群 以 后 ,进一步 的 问题 是 如 何 将 关 
于 代数 方程 的 不 变 群 的 一 些 结论 推广 到 微分 方程 的 不 变 群 . 一 个 
自然 的 想法 是 将 自 变量 和 因 挛 量 空间 叉 x U 进一步 延 拓 .在 这 个 
延 拓 空间 中 ,不 仅 自 变量 和 因 变 量 , 而 且 因 变量 对 自 变量 的 各 阶 导 
数 都 看 成 空间 的 变 元 ,从 而 将 六 x U 中 的 微分 方程 看 成 是 延 拓 空 
间 中 的 代数 方程 ,并 进一步 将 本 章 第 一 节 中 的 有 关 讨 论 移植 到 延 
拓 空 刘 . 

首先 ,我 们 对 空间 天 x U 进行 延 拓 ,考虑 函数 

flr)} = fr ,rt), 

即 


FRI， 
它 具 有 已 三 C3,;-1 个 不同 的 阶 偏 导数 ,并 记 作 
fx) 。 pT 
其 中 了 = (7 大) ,1 全 扩 所 户 , 称 为 J 的 重 数 . 


一 艇 的 ,车 
fi:R(C RF)} -> UC RY), 


。 200 ， 
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即 
wu = (wl) = flr) = Cf rt ye) ,f(T Tt)), 
则 wefe=1 gg) 具有 gg 个 不 同 的 有 阶 仿 寻 数 
= 9f “(7). 
人 
Us = {uf}, 
其 中 a =1,…,g,J 的 重 数 为 ,而 
U = Ux UX UX x U,, 
即 Ut” 中 的 元 索 为 
(ze ,at 29 
其 中 we =1， 9, 礁 ( =1 ,nn) 的 重 数 为 上 ,并 常 将 上 元 京 简 记 
为 (x9) ,J 表示 由 到 0 到 的 各 阶 多 重 无 序 指标 ,wjo 二 ww”. 
显然 , U5; 是 gps 维 的 ,而 U'" 的 维 数 则 为 
dg 人 LT 二 四 1 十 … 十 pn) = qlcy + ep 十 Cor 十 er 
g(cprl 十 ch+l 二 CA 1 等 
并 记 作 gp'"”. 
例 3.3.1 设 户 =2,g=1,X= 玉 = 村 zz 一 区 zy) 
U= R= {(w)1, 则 
Ui= [Iusuyl, U2 = {rs Uy ty) 


局 3 = (| 


UV= UxUxUxU, 
= {Cg tes ty Hes Uys Uy rss Uzry» ty Uy ) | - 

定义 3.3.1 XxUt" 称 为 和 XU 的 mn 阶 延 所 ,也 称 为 底 蕊 
x U 上 的 射流 (jeb 空 间 . 

定 兴 3.3,2 给 定 函 数 x= 乒 工 ), 即 

了 :一 了， 
则 由 它 诱导 的 函数 
zt = {uf} = fay’ 
。201 ， 
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(7 的 重 数 由 0 到 n) 称 为 了 的 第 nm 阶 延 哲 , 记 作 pr 人 F(z), 即 
8 
例 3.3.2 在 上 例 中 , 设 x= zsy), 则 它 的 二 阶 延 枯 zt2) 
9f 39f of 92f A 


(Ws Wr sys Maes ays toy) = 人 
可 见 , f(z ) 的 x 阶 延 指 pr' 人 Ftz) 就 相当 于 ff 在 zz 的 x 次 Taylor 
展开 . 
通 沉 ,我 们 仅 有 兴趣 于 定义 于 开 集 M{CXX UU) 上 的 微分 方 
程 ,MM 的 相应 的 阶 延 指 空 间 为 
MY= Mx Uy x tt,, 
设 q 是 包 售 pp 个 独立 变量 和 g 个 因 变 量 的 微分 方程 组 
(za = 0, v= 1,.,1, (3.3.1) 
其 中 斌 = (zr)EX,R=(ul EU, uC Ln) 今 
af(zyaltn)y = (A(z ) ,A (ru )), 
即 
A:KXx Ta) 一 R, 
则 方程 组 (3.3.1) 可 简写 为 
4(zryatm) = 0. (3.3.2) 
从 关 xX UU 的 延 白 空 四 XU 看 ,方程 (3.3.2) 可 看 成 一 个 代数 方 
程 .方程 组 g 就 相当 于 映射 4 在 何 处 为 零 ,它们 决定 铸 XU 上 
的 一 个 子 流 形 
ga = [zeta 站 1 Au = 0 CX UC, 
这 样 ,方程 组 的 一 个 解 就 是 一 个 琐 数 wx = f(z), 使 
A(xr,pr f(r)) = 0， 
即 所 工 ) 的 各 阶 侦 导 数 注 足 由 yp 决定 的 一 个 约 东 条 件 ， 也 就 是 说 
F(z) 的 延 大 函数 pr 中 f(z) 的 图 像 必 在 pa 中 : 
Tr pr f(r) Cp = A(x, )) = 01. 
3.3.3 Laplace 方程 
. 202 ， 
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Wa Wy 0 
p=2,9=1,XX UM=(r,y,u,u, » ey 9 rrs thy 7 ry ). 画 数 二 = 


扩 z，y) 是 方程 的 解 必 须 目 只 须 3- + 3- 0， 或 pr FUz VC 


9 .例如 , 取 
六 rr = x — 3ry,, 
则 有 
pr f(x,y) = (x3— 3ry ,3 -3y, — 6xy,6r, — 6y, — 67). 
由 6x+( 一 6z)=0,pr 中 Az,Y) 忆 gn. 所 以 ,x? 一 3xy? 是 方程 的 
解 . 
总 之 ,在 空间 久 xX U 上 的 一 个 % 阶 微分 方程 组 可 以 看 必 是 
XX 品 的 nn 阶 延 空间 入 X UU 上 的 一 个 代数 方程 组 ,微分 方程 的 
解 集 可 以 看 成 是 延 拓 空间 上 的 一 个 子 流 形 pa ,微分 方程 的 一 个 不 
变 群 可 看 成 延 拓 空间 中 保持 wa 不 变 的 群 .这 样 就 自然 产生 一 个 
问题 ,我 们 如 何 将 必用 于 Xx U 的 开 集 M 上 的 变换 群 延 拓 到 AM 
的 = 和 价 延 拓 空 间 Mt 上. 这 就 是 必用 群 的 延 拓 . 
设 避 是 必用 于 XxU 的 开 集 M 上 的 一 个 局 部 李 变 换 群 ,由 
它 诱导 的 在 M 的 第 n 阶 延 拓 空 间 M'm 上 的 作用 称 为 G 的 集 n 
阶 延 拓 , 记 作 pr‘"G .下面 具体 说 人 1G 在 Mt 上 的 作用 , 设 
gEG, 
g(r {ER), (rx) EM, 
经 g 的 作用 ,w= f(z) 变 为 下 = 了 了 ( 斌 ), 则 延 拓 群 的 作用 具体 决 
定 于 w= f(x) 的 各 阶 人 篇 导数 与 到 = 了 (x) 的 各 阶 人 篇 导数 之 间 的 
变换 关系 . 
设 (zxo; xl)E Mt , 现 构 造 一 个 定义 于 zo 近 榜 的 函数 = 
六 并 ) ,其 图 像 在 M 上 , 旦 具有 给 定 的 它 在 xo 的 各 前 偏 导 数 , 即 
uf"™ = pr'™ f(ro) 
这 样 的 函数 不 是 惟一 的 ,自然 的 可 取 f 为 对 应 于 纵 定 值 wi 的 n 
阶 Taylor 多 项 式 , 即 
Az) = CFCr), F(x)), 
时 203 而 
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其 中 
区 =)= J @ 一 二 
Po 《DSS 之， 
(zx Ko = 《和 一 砚 杀 一) 二)， 
7 三 【了 1 p), 
(0p) 表 上 jj 的 个 数 ,而 了 1 = 了 了 1! 21 了 ,! 
例如 ,车 J=(1,1,1,2,4,4,),p=4,k=5, 则 
OFF 
df = (3r1)39r:(9 rt)? 
了 = (3,1,0,2), 
了 1!1= 3111012! = 24. 

设 g 是 G 的 单位 近 傍 的 元 案 , 孙 数 fx) 在 zo 近 傍 定义 ， 
且 有 广 =g* 了 定义 于 ( To; uo) = g° (xo, u0) 的 近 售 ,其 中 wn 一 
f(zo) 是 ub" 的 零 阶 支 量 , 则 g 的 第 阶 延 拓 pri"g 在 (xo， 
ub"1) 的 作用 为 

priVg:(ro, ud)”)) — (Fo, Th"), 
其 中 
RH = pr (ge f(To0) 
不 难看 出 , pr‘ g(xo, 6) 仅 依 赖 于 了 在 ro 的 直到 nn 阶 的 各 阶 
偏 导数 ,而 与 所 选择 的 函数 无 关 ， 

进一步 ,对 在 上 G 的 单位 近 傍 的 gi,g;2， 

(priv gi) eo (Cpr gz) (xos ud) = (priV gig2a)( ro, ud”), 
因此 pr'”G 是 贸 X LU 局 部 作用 群 . 

例 3.3.4 设 记 =1=g,XXXU=R*,G=50(2) 是 RR 上 的 
旋转 群 , 则 G 的 一 次 延 拓 Pr 中 G 作用 于 XXX U 吕 = R1. 下 面 给 
出 具体 的 作用 . 

首先 ,对 任意 的 函数 PFCz),arFzy=( rz rz)) 其 
次 , 设 (Cr0,w?, a0)EEXX UD,8{ 旋 转角 ) 是 50(2) 中 的 任 一 元 
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E ， 
pr or, uo, wo) ee CE?, 人 0， 入 0 ) 
为 确定 (2, 区", 妈 0) ,选取 一 次 Taylor 多 项 式 
fx) = ud t+ uaz — 21) 


(f(z1)= w(x9) = 3), 并 进一步 求 了 (全), 即 9*f( 祈 ). 由 


例 3.2.1， 
; 0 0 0 .0 
PO 0 ee 

为 使 函数 定义 ,只 须 cot8 尖 2 .于 是 有 

T= Toosg - uisind, 

R= f(x) = rising + wu coosd, 
sin + wdcosd 
cos8 — udsind 
这 样 就 得 到 了 延 拓 pr‘0G 在 Xx UD 上 的 作用 : 


pr 0 "(Tus) =(rIo080 一 usind, rsind + uoost, 


= FE) = 


sin8 十 ee 
Cos 有 一 usind’’ 
注意 ,SO(2) 在 XxU 上 的 作用 是 线性 的 和 整体 的 ,而 pr 信 
SO(2) 在 和 xx LU) 作 用 是 非 线 性 和 局 部 的 . 此 外 ,zr608 对 (zz) 
的 作用 同 于 8 对 (xz ,4) 的 作用 ,这 说 明 , pr'09 确实 是 8 的 延 拓 ， 
这 一 事实 具有 一 般 性 ， 
设 MG 和 Mt 分 别 表 示 M 的 第 阶 和 与 4 阶 延 拓 ,Rsm 
则 有 自然 投影 


lel < | aretanza | . 


ni .MT —» M2, 


使 


(zx, ) — (x, ut ), 


这 时 ,自然 有 延 拓 群 的 投影 , 即 对 g 各 上 有 
TUEpr ta EE 让 rt 
并 且 ， 
和 205 下 
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wpr GG— pritiG 
为 一 同 态 . 
现在 再 回 到 微分 方程 ,前 面 已 经 说 明 , 下 x U 上 的 一 个 n 阶 
微分 方程 组 就 相当 于 贸 x UU 的 x 阶 延 拓 空间 基 XU'" 上 的 一 个 
于 流 形 ps. 因此 ,进一步 的 问题 就 是 建立 微分 方程 的 不 变 群 G 与 
相应 的 ps 在 延 拓 群 pr'"G 的 作用 下 不 变性 之 间 的 关系 . 
定理 3.3.1 设 M 是 玉 xU 的 开 集 ， 
A(r,u' = 0 (3.3.3) 
是 M 上 的 一 个 n 阶 微分 方程 组 ,相应 的 子 流 形 ps (CM),G 
是 作用 于 JM 的 局 部 变换 群 ,其 延 拓 群 pr'"G 保持 ps 不 变 , 则 G 
是 微分 方程 组 (3.3.3) 的 不 变 群 . 
证 明 设 z=Fz) 是 (3.3.3) 的 解 , 即 有 
Te) = (zx, pr f(r)) CC pa, 
车 gE€EG, 且 使 g*f 不 变 , 则 由 定理 中 pr*G 保持 pa 不 变 的 假 
设 ， 
Trey = {pr g(r f(r = pring Th) CC pa, 
即 pr( 中 (g。f) 的 图 像 在 ps 中 ,也 就 是 说 gf 仍 是 方程 组 
(3.3.3) 的 解 .所 以 G 是 n 阶 微分 方程 组 (3.3.3) 的 不 变 群 . 
例 3.3.5 设 X=i(z,y)}i=R?,U=|(w)|=Ri,G 在 六 x 
U 上 的 作用 为 
Bi(Try HR) -> 证 全) = (Ar ,Ayyu), gEG, 
A 为 正常 数 . 考 虚 微 分 程 
&2 十 2 + Wrr + Wyy = 0, (3.3.4) 
在 六 Xx U2 中 ， 
prog:(r, yt rr ys rns trys toy) 


一 《元 ， y ， 于 ， pe PE DE DE yy) 
1 1 1 1 1 
一 人 
Fs 是 六 XU 中 中 由 方程 (3.3.4) 决 定 的 子 流 形 .由 
" 205 。 
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er 


一 2 ~ ee 2 
站 Wyy = (zz +t uy + Mar + Wyy) 


可 见 , qa 经 pr 中 G 不 变 .所 以 ,G 是 方程 (3.3.4) 的 不 变 群 . 

在 本 章 8$1 中 ,在 处 理 有 关 代数 方程 的 不 变 群 的 某 些 问题 时 ， 
有 了 时 我 们 只 须知 道 群 的 相应 的 向 量 场 即 生成 元 .因此 ,我 们 还 需要 
研究 延 拓 群 的 向 量 场 ,也 称 为 向 量 场 的 延 拓 . 

定义 3.3.3 设 MM 蚌 义 xXU 的 开 集 ,wv 是 M 上 的 向量 场 , 相 
应 的 局 部 单 参数 变换 群 为 expe uv 的 第 n 阶 延 拓 群 pr'exp w{ 作 
用 于 M*) 所 对 应 的 向 量 场 称 为 wv 的 第 n 阶 延 拓 , 记 和 作 pr'" vw 

由 定义 ， 


pr yr, ut ) = (fp "epee | | ca， (zu) EGR， 


例 3.3.6 设 p=1=g,XxXU=R， 
La 了 
本 下 dz 过 au” 
expe vu(zu) = (zoose — usine, zsine + uoose), 
由 全 3.3.4， 
pr ‘Vexpe vlT, ,Wr) 
| ， Sine + soos | 
一 | 证 ODSE — HANeE THNE 十 Woot | 
COSE 一 让 -SIDE 
所 以 
pr v= Epr expe vz us)| = (~ ur,1+42), 


基 


进一步 ,我 们 就 可 以 将 本 章 第 一 节 中 有 关 利 用 群 的 生成 元 来 
判别 群 是 否 方程 的 不 变 群 的 讨论 应 于 M 的 延 拓 空 间 M'" ,从 而 
建立 微分 方程 和 它 的 不 变 群 的 向 量 场 之 间 的 关系 . 

定 文 3.3.4 nn 阶 微分 方程 组 

A(r,u'™) =0, y= 1,.,1 
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称 为 具有 最 大 秩 的 ,如 果 /XxX (p+ pg'”)Jacobi 矩阵 
(人 a 证 a 


dr” dus 
在 pa 上 的 所 有 点 的 秩 均 为 i. 
例 3.3.7 Laplace 方程 
A= ustwu,=0 
有 最 大 秩 (2 =1), 这 是 因为 在 


XX UO (x Ys es ys Me s try s Uy) 


上 
Ja = (0,0,0,0,0,1.,0,1) 
的 秩 为 1. 但 与 之 等 价 的 方术 
和 A = (ur + uy) =0 
却 不 具有 最 大 秩 , 因 为 
Jx = (0,0,0,0,0,2{Cau,. + ty ) :0,2( m0 + Uyy)) 
在 gx 上 的 秩 处 处 为 零 . 
定理 3.3.2 设 
(zsata =0, y= 1,..,/ 
是 定义 天 XU 的 开 集 M 上 的 微分 方程 组 ,日 具有 最 大 秩 ,G 是 作 
用 于 M 的 局 部 变换 群 , 且 当 (x ,a 和 ")E wa 时 ， 
pr vA (ru) = 0, v=1,,l 
对 GG 的 任 一 生成 元 v 都 成 立 , 风 G 是 这 个 方程 组 的 不 变 群 ， 
证 明 由 本 章 $1 中 的 定理 3.1,3, pr‘G 的 作用 保持 ps 不 
变 . 表 由 定理 3.3.1,G 是 方程 组 不 变 群 . 
例 3.3.3 考虑 一 阶 带 微分 方程 
Alxsu Us) = (gu — rz)u 十 十 之 二 0， (3.3.5) 
这 时 ,下 x UD = R3, 


oa 34 9A 
(和 


有 最 大 秩 . 设 G= SO(2), 则 有 
-2208 ， 
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Prov=-uF tr +(l 十 人 
zz(4) = 于 +z 和 + (1+ a 
=u(u — Tu + ut xr) = dh. 
显然 , 当 A=0 时 pr 中 v(4A)=0. 所 以 ,G 是 方程 (3.3.5) 的 不 变 
群 .这 就 是 说 , 若 w= u(tx) 是 方程 (3.3.5) 的 解 , 则 由 方程 组 
区 一 Xo0sE — d(x)sine, 
= xsine + u(x) oose. 
解 得 的 富 = 玄 (z ,e) 也 是 方程 (3.3.5) 的 解 .事实 上 , 今 
T= roost,u = rsind, 
则 方程 (3.3.5) 就 化 为 


dr ~- 
de 


显然 ,SO(2) 是 它 的 不 变 群 . + = er 是 方程 的 一 个 特 解 ,经 任意 的 
转动 e ,r=es** 也 是 方程 的 解 . 

如 何 求 给 定向 量 场 的 延 拓 向 量 场 ? 在 定义 中 和 例 3.3.7 中 都 
是 通过 相应 的 群 的 延 邱 给 出 的 ,而 求 延 拓 群 一 般 都 是 比较 麻烦 的 ， 
需要 进一步 解决 的 问题 是 ,如 果 何 由 给 定 的 向 量 场 包 直接 求 得 它 
的 延 拓 向 量 场 , 即 如 何 由 给 定 的 M 上 的 向 量 场 


= Pee) +t 
确定 它 的 nx 阶 延 拓 向 量 场 
得 9 
pr 全 > ax 32 办 ai 好 
式 中 了 的 重 数 ! 在 0 到 ?之 间 , 即 0< 委 :和 n, 炎 是 zt 的 函 
数 . 
由 于 群 G 的 nn 阶 延 拓 的 & 阶 自然 投影 蒂 是 它 的 阶 延 拓 ， 
即 


mprii ge = prilg, geeG, 
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其 切 映 射 { 双 ) ,使 
(mt) pr Ty 二 pr ‘tv, 
由 此 立即 可 知 ， 
总 = 部 (zz) = (rx, ). 

以 及 5 的 系数 只 使 融 于 ， 以 及 的 直到 1 阶 的 导数 (7 为 本 的 
重 数 ), 并 且 , 延 拓 可 以 逐 阶 进行 ， 

为 简单 计 并 不 拓 一 般 性 ,假设 G 是 单 参数 变换 群 , 并 由 特殊 
到 一 般 逐 步 导 出 延 拓 向 量 场 的 计算 公式 . 

1. 设 单 参数 群 如 = 18g|sE 玉 1 的 作用 仅 及 方程 中 的 自 变 量 ， 
即 

(ER)})= g(r uu) = (P(r) ur uj EE MCOCXxXU, 
相应 的 向 量 场 为 
4= Pelz) 3S 


其 中 


进一步 假设 9 二 1, 这 时 


可 
MD (zu nD) = (ri ut) td = 


gi? 1 = Le", pt. 


YY 
pr g(r,ul) = (F, Kn), 


其 中 


re 


元 = (rr = VE)= VF), 
全 二子 二) 一 拟定 -下放 一 证， 

7 20z) = 2 2 (el)) es(z), 
Wy 9 1 


由 此 得 到 (ui) 一 ( i 
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到; = rE (p(xz)) ue, j= 1,…,p, 
a=1 五 
并 进一步 有 
pr'u= 2 + Dre Wo 
其 中 
(zr, dD) = (号 > ~ 二 (wx »)| 机 
及 由 于 
a /dp _ {2 de __ag 
0 (中 | - ( 蕊 de ") I) 
aa23 ds 
3 (B(x) S (zs)| = 
以 及 


4 Rs 392 (TF ) de 


dTi0F! de 


Pz us) =— DS 
于 是 有 延 拓 公式 
pr'* v= Per) 一 > a2 a (3.3.6) 
例 3.3.9 设 刀 =2,4- ER U= J 
v= é(r,y) + D(X,y) pe 
则 由 (3.3.6) 可 得 


a a 
BP i 
其 中 
3 37 _ 3 a 
= Fr ty P= 二 ye 
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例如 ,在 XxEI 上 的 旋转 群 
Be:(T YUH) (roose — ysine, rsine 十 yoose ,ti), 


相应 的 


(3 3 _ 9 a 
Yar Tay Wy dus Me Bw? 


pr ge: (zy ds zs ty) 一 《人工 GOsE 一 ysine ,zsine 十 Yoose ， 
MzxCOSE 一 UySine , uzSine + Wyoose ). 
2.G 的 作用 仅 及 于 因 变 晤 , 即 
(FR)= ge (ru) = (rr,u)) EM. 
相应 向 景 场 为 


其 中 


车 世 二 A(z), 则 有 
= fF)= B(xr, f(r)), 
privg(r,u'l) = (x, ), 


te; = FE Wy = 于 一 下， 下。 
于 是 
pr 人 ly= vt+(zr, ud) 二 一， 
其 中 
: d a 2 
g(r, ud) = de Wi| ,= Fi 3¢, 
于 是 得 到 延 拓 公式 
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(1) 3 (站 | 
br 2 pr,u) 3+ EE © 9 da 


例 3.3,10 设 有 =i(z,y)},U=1(x)}， 


(3.3.7) 


则 由 (3.3.7) 妈 得 
如 可 如 
pr v= ru a + (wu? + 2runs) pi + 2xauu,y a 


下 面 将 导出 求 延 拓 向 量 场 的 一 般 公式 .为 此 , 先 引进 全 导数 的 概 

定 半 3.3.5 设 工 ={ 开 xz2) ERL va PKz， 
zto) 是 定义 MM 上 的 函数 , 则 P 对 zi 的 全 导数 DP 是 MntD 
上 惟一 次 定 的 函数 


DPIz treetD f(x)) = (P(r, pr f(z))), i= 1 


对 任意 的 函数 4 = f(z) 成 立 . 
由 定 交 可 知 


_ ap ,9P 
DP = 3 + > 


其 中 了 一 (站) 0 上 和 1 寺 关 和 力 ， 
记 芋 = dn) 一 er 
i gr ridri-.97% 


例 3.3.11 设 铸 ={(x,y)1,U= (ul,P=P(lr,y,u, 


i = 1 p. 


wz wy)s 则 
中卫 aPp 9p 9P dP 
DP= B37 + Ur Bor + We on 十 Mes Be ps 
dP aPp oP aP 如 也 


DP= By 十 Uy Fr + Way Foe- 十 to Fie, 十 ry 可 
特别 , 取 P= xzatz , 则 
DP= uu + rus + 27ruttir, 
DP= ru + 2runtry. 
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进一步 可 征文 高 春 全 导数 , 设 了 = (7 ,大 )1, 委 关 安 忆 , 则 

定义 万 为 
Dr = 力作 
不 难看 出 ,全 导数 可 以 交换 .例如 ,对 上 述 P= zwa,， 
DD,P= DD,P = D,(wuz + xul + 2ruu te ) 
= udu, 十 uttry + 3xudnus, + ZX yrs 
+ xuunirr + TUMUt rry. 
3. 延 拓 同 量 场 的 一 般 公式 
定理 3.3.3 设 
兰 = Pex) 2 3 网 (zt) 2 

是 定义 于 久 X TU 的 开 集 M 上 的 向 量 场 , 则 它 的 第 n 春 延 拓 是 定 
义 于 MM 的 向 量 场 


pri y=v+ >， 2D Wr ,wu ) 2 (3.3.8) 
= J ou) 


其 中 
Wr) = Dy{#, — De )+ ye ， (3.3.9) 
F= 1 = 

j= RP,1SLEn. 

证 明 ”对 nn 作 归 纳 法 . 

设 n=1, 5g =expe vw 是 对 应 于 的 单 参 数 群 , 且 

(ss 从) a ge (XH) = (Vr,n), (x, wn)). 

又 设 (z ,wD)EMOD ,w= f(z) 满 足 
即 

wr = f(r) us = Az) a = 1 ,gt = 1,,p 


日 区 
当 s 充分 小 时 ,f-> 六 定义 , 即 有 
= f(T)= (ge (FT)= B(x,f) = Be (lx Nz), 
式 中 1 且 表 示 恒 同 ,又 由 
“ 214: 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


Wr) = We (XN), 
z= (Ylx PIE), 


2 FE)= (B(x) (Pe (1 x f)) (TF). 
(3.3.10) 


六 定向 量 声 的 一 阶 延 折 , 需 考 癌 3G) 的 变 次 -这 是 因为 
在 ort9 中 -的 系数 就 是 3 天 | 而 (3 计 ) 就 是 本 


dedT! 

了 .至 ) 的 Jacobi 妓 7 因此 ,进一步 只 须 计 算 旺 1.( 二 | ,由 
(3.3.10), 

JF,(F)= (I(Be° (lx Pr TE (lx fr) 
并 和 且 , 当 s 二 人 0 时 

Volz ,f(x)) | Bolx ,f(x)) 二 F(x), 
TOWo(l x fz) = 1 TBoll x fz) = Jf), 

其 中 工 为 单位 矩阵 .于 是 


dF.(2)| Um vd x PC 


c=0D 
J ER DD 
pe 
昌 和 E= (全 ee) = (和 和 而 pr 中 6 的 系数 就 
是 上 矩阵 中 “ 行 k 列 的 元 素 , 即 


(x pr f(z)) = (zf (7))) 


> rts (212))).(3.3.11) 
用 全 导数 表 出 则 有 
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#4 D) = Di( 和 (za)) — DufDi( F(z,u)), 


(3.3.12) 
即 
(ru ) = Db DD ew)+ De (3.3.13) 
这 就 证 明了 定理 当 n=1 时 成 立 . 
现在 假设 定理 对 n 一 1 时 成 立 , 下 面 证 明定 理 对 2 时 也 成 立 . 
为 此 , 上 只 需 注意 Mt 可 看 成 Mt 的 一 个 阶 延 拓 空 间 
(M'*D) 由 的 子 空间 ,这 是 因为 , 任 一 个 n 阶 导 数 wf 都 可 以 看 作 
是 一 个 nr 一 1 导数 的 一 阶 导 数 ,( 可 以 有 不 同 途 径 ). 因此 ,pr'*Y vw 
(在 MW 上) 可 以 由 Pr” Uw 的 一 个 阶 延 拓 向 量 ( 在 CM DG 
上 ) 限 制 在 M' 中 上 得 到 .由 归纳 法 假设 ,pr'"w 中 的 系数 


Wr ,ue 1) 加 Pr 点 一 3) eur )+ ea， 
TI 一 上 外 1 二 工 


其 中 (1, 六) ,1 所 上 各 nn 一 1, 于 是 pr wy 作为 pr" -Dw 的 
一 阶 延 拓 , 由 (3.3.11), 其 系数 


ph | 
= DD(A 2 ut 十 >) Vs Dé 
ft 一 


= DDj($, - e+ )+ De 
定理 证 毕 . 
由 定理 的 证 明 也 可 知 , 求 延 拓 向 量 场 可 逐 阶 进行 . 
例 3.3.11 设 久 XU 二 尺 XR, 向 景 场 


a a ee i ed 
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$= Dt$ ~— Ey ) + Eur = D(zx+ Per 于 ts 
好 有 


(1 a 2. a 
pr Zu trit(ltu) a 


而 

(2) , (1) 3 

pr 型 一 pr 了 十 由 On 
其 中 
$= DI — Eu) + bur 

= DF (CDE) uy, = 3aatar， 

所 所 
(2 9 2 9 a 
pr” wv- ut+ra + 《二 Wr) Far 十 ut Fu 


应 用 到 Xx UU 上 的 方程 wx =0, 由 于 当 xy = 时， 
pr wt ue) = 3 2 = 0, 

所 以 SO(2) 是 方程 ux,,==0 的 不 变 群 .从 几何 上 看 ,方程 的 解 x = 
ar 二 + 了 8 为 直线 ,经 任意 旋转 仍 为 直线 , 仍 表示 方程 的 解 ， 

又 考虑 XXX U2 上 的 函数 

K(zr,u) = wl + we) 0, 
由 于 
pr ok =— 2 + 2) + em + 2) 32 = 0， 

所 以 并 是 pr 了 ?SO(2) 的 不 变量 .从 几何 上 看 这 是 显然 的 ,因为 
K(x ,f(z)) 可 看 作 是 曲线 a = 六 xz ) 的 曲率 . 


例 3,3,12 设 X=1{x,t)},U= {|(w)i. 


可 0 中 
型 一 EL( 工 ,2) 本 十 开赴 a 


则 
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其 中 
= D($— és — rH!) + irr + Tew 
= + Et Td 一 和 
y= DB é — Tu) + én t+ run 
= 网 十 【更 Rs ro) a 二 Tru? A Duttxite, 
向 
pr v= pr i , 
其 中 


= DIC$ — én, — cH) + itr + Tin, 

= DD — tur — Th) + Blin + THe ; 

= Di — és ~ rue) + Et + Ths- 
下 面 将 给 出 延 拓 向 量 场 一 般 公式 的 一 个 等 价 的 在 计算 上 有 用 
的 太一 个 形式 . 设 


= Pelz) + 
i=1 ee 


今 
QQ = 哆 (zz， 1) -Dz WW) ut, = 
=(Q1," ) 称 为 向 量 场 的 特征 . 这 样 ， pg 3.7) 中 的 
各 = DiQ, + De 
于 是 
{xm) = :9 9 
人 -=> CE ' > 8 du 
十 >， 2PDrQ。 一 >) DD Dj tus 
a=1J dusy i=1 a=1 J zt 
即 有 


"w= Da ty TD +eD. 


(3.3, 14) 
"21 : 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


进一步 可 将 Di 扩充 到 J 的 重 数 为 零 的 情况 ,这 时 规定 Dr = 1( 重 
同 ), 则 (3.3.13) 可 改写 为 


pr w= y+ Spig., 2 + Step. (3,3,15) 
本 了 it=1 


二 1 


令 


则 由 (3.3.15)， 


pr‘™? vo 二 > Fo, 
于 是 (3.3.15$) 又 可 改写 为 
pr y= pr'™ aa 十 Vy ep， (3.3.17) 
x 


须 特 别 注 意 的 是 ,(3.3.15) 和 (3.3.16) 中 的 了 包括 重 数 为 零 的 情 
况 - 

最 后 还 要 指出 延 拓 向 量 场 的 一 个 重要 性 质 ; 问 量 场 的 延 拓 保 
持 向 量 场 的 李 代 数 性 质 , 即 车 wu 和 w 是 立 XU 的 开 集 M 的 向 量 场 ， 
则 有 


(3.3.16) 
二 


狼人 (二 产权) = Apr 人 w+ ppr'™ w, 
prin)[v,w] = [pr vw, pr‘™ w], 
其 中 4 和 jy 是 任意 实数 ,并 由 此 即 可 得 到 下 列 结论 . 
定理 3.3.4 设 A=0 是 义 XU 的 开 集 M 上 具有 最 大 秩 的 
n 阶 微分 方程 组 , 则 使 pr'v(A)|s=o=0 的 所 有 的 向 量 场 构成 
一 李 人 代数. 并且, 车 李 民 数 是 有 限 维 的 , 则 方程 组 的 不 变 群 构成 作 
用 于 M 上 的 一 个 局 部 李 群 . 


$4 不 变 群 的 生成 元 
为 了 寻找 微分 方程 的 不 变 群 的 不 变量 ,通常 的 步 又 是 先 求 不 


变 群 的 生成 元 , 即 疝 量 场 ,前 一 节 的 定理 3.3,2 为 寻找 这 些 生 成 元 
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提供 了 原则 ,下 面 将 通过 一 些 例 子 作 具 体 的 说 明 . 
例 3.4.1 热传导 方程 
二 (3.4.1) 
这 时 外 = 1{z ,1)1,U= fu)i, 面 
A(xr,t, ut ) = Wi 一 玫 。 


定义 于 Xx U2 中 , 设 方程 的 不 变 群 的 生成 元 


过 可 可 
归 三 5 十 EYE 了 十 r,t dH) a 


pr Ov tt + pm 
并 由 此 可 知 

pr vtA) ao = 人 0 
必须 且 只 须 

(Fr) lao = 0. (3.4.2) 


由 向 量 场 和 的 延 拓 公式 (3.3.7)， 
= DF — és — Tu) + Btn + Tn 
= -Eu + (au 一 Et 一 Ta， 
= $b, — i) + er + Trg 
= Ds $= wl — ur — unDE ~ 2unDr 
一 下 十 人 下 一 各) 一 人 一 328 a 一 2r ua 
— Edd 一 todd + (Ks ~ DE )ttr — Dr 一 3Eatattoz 
一 Tit DT Nd 
将 以 上 两 个 等 式 代 入 (3,4.2) 的 左 端 ,并 将 uz 代 以 wx, 则 左 端 就 
可 以 表示 为 yt tz; Urez，'“* 的 多 项 式 .再 令 多 项 式 的 各 项 系数 
为 零 ,就 得 到 ,rz 和 名 中 应 满足 的 条 件 , 列 表 如 下 


Wl per 27r,=0 (a) 
人 2r,=0 Cb) 
Manz cu =0 {c) 
Wtrr 2(é&. rtm}=0 (d) 
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i rrr — Tt+2é,=0 (€e) 
J 上 .一 10 (f) 
wt 2 — $B, =0 (g) 
HL Se 所 一 之 区 二 站 (h) 
1 由 一 有 二 站 () 


由 {a) 和 (by,r 公 为 上 的 函数 , 即 r=rfr) .这 时 ,fc)7 自 然 成 
立 , 有 目 (d) 和 (e) 归 结 为 


& = 0，& = 了 z(t), 
从 而 解 得 
=r (tr + a(t), 


其 中 so{7) 是 待定 函数 ,由 此 可 知 ( 四 自 热 成 立 , 以 及 (g) 归 结 为 #., 
=0 并 从 而 解 得 

$= Blr,i)u t+ atx,t). 
进一步 还 需 由 条 件 {b) 和 和 (让 确定 z{2),alt),atzx,t) 和 p(x,t). 
将 已 解 得 的 r,E 和 8 代 人 (hj, 苑 有 


并 解 得 
8 = 一 衣 T(2)z2 一 0" (1)x + p(t), 
其 中 p(1) 为 待定 函数 ,再 由 (1) ,a(x,t) 和 P(x,t) 应 满足 方程 
or = dep = Pr 
由 B= Bs 
~ Le)r2— Tos)r+p(t) =— ier) 

8 ? 4 l 
并 从 而 得 到 

A (4) = 0.0°(1) = 0,p (1) =— T(t). 


因此 可 解 得 
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rt)= c2 + 2eat + deet’, alt) = ci1+2Cst, p(t) = c3 一 2c6t， 
并 进一步 有 

E= cicearti acst i deert, 

r= co 2eat + dcor’, 

$= (cs— csr 一 206 — cox)u + alr,t), 
其 中 csc2,c3,c4scs 和 cs 为 任意 常数 ,a(xz,z) 为 满足 条 忻 tr 一 
axz 的 任意 苯 数 . 

可 见 , 方 程 的 不 变 群 的 全 体 生 成 元 构成 一 个 无 穷 维 李 代 数 , 它 

包 合 一 个 6 维 的 子 代 数 ,并 有 下 列 一 组 基 : 


_ 2 2 
到 ax a 


加 9 290 _/.1 3 
26= 42 gi + 487 本 (x + 22) 4 3， 


以 及 一 个 无 穷 维 的 子 代数 
,二 Ce 工人 a 
(a; = av). 于 是 ,不 变 群 的 全 体 生 成 元 就 可 以 表示 为 
下 三 CEI Cov Cav 十 Cd4T4 十 [523 十 Cov 十 Yn- 
由 定理 2.10.1, 对 和 xxI 上 的 给 定向 量 场 己 , 求 与 之 相应 的 单 参 
数 变换 群 


gir Eu) (Ei,t,u) 


只 需 解 微分 方程 组 


(ivr Ra (rel 
由 此 不 难 解 得 与 上 列 向 量 场 相应 的 单 参数 群 ， 
员 1 全 下 ) > (r+e,t,u), 
Bor (Ti) (rt+e,u), 
和 2 
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ga3:{(T tH) (r,t ,en), 


B4: (Tt ,HI (er, et, nu), 
BES:CTIEIU) {i+ 2et, ft, ue Ti), 


er 
Bo:(T,t, Mu) 一 es jee’ i 4aexp| 生 等 - eg 


Bos(T tu) (r,t ut eolr,t)). 
进一步 ,根据 上 列 单 参数 不 变 群 可 知 ,着 w= 了 (xz,i) 是 热 传 
导 方程 (3.4.1) 的 解 , 则 下 列 zu 全 px 和 at 也 是 方程 的 
解 
ul = f(x-e,t), 
u's = fz,t—e), 
ut =erf(zr,t), 
ut= Fle tr,e 2), 
ne etetf(r — 2et,£), 
,~ 1 . exp | 二 
v T+der 1]+ 4der 
ut = f(x,1)+ea(r,t), 
其 中 为 任意 常数 ,a(x,t) 是 方程 的 田 一 个 任意 解 . 
利用 单 参数 不 变 群 ,由 方程 的 一 个 特 解 可 以 生成 方程 的 依赖 
于 一 个 单 参数 的 解 . 例如 ,由 热传导 方程 的 一 个 显然 解 x = c( 常 
数 ) 和 gs, 则 可 生成 解 


起 二 


rn 2 
ror vl 


c | 一 Er 
v1 a 1 +d4sti 
连续 利用 方程 的 不 变 群 本 ,86,g5，……81, 则 可 由 方程 的 一 个 已 知 
解 = f(z,t) 生 成 解 


1 ES 十 Eor” Est 
= 一 一 一 emp| ss — 
A 工 十 dect + 4e6r 
e “4x — 2est) @ ef ) 
| 1*dect ~ lI et £2)+ Eretz,t), 
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其 中 e1，… ,57 为 任意 常数 ,afz ,it) 是 方程 (3.4.1) 的 任 一 解 ， 
例 3.4.2 Burger 方程 
ds = Wy + Wl, (3.4.3) 
这 时 ， 
Alx,t ut) = Wy — tr — Uz. 
设 不 变 群 的 生成 元 为 
= él(x,f, 4) 二 T+ rz, t,t) (rt) 


则 区 人 af(4) -0=0， ee 须 


(F200 1a 0 = 0, (3.4.4) 
而 
2 
=$ — Eu 十 【由 一 Ti 一 站 — ru! 


— ($e 2B ~ Ec) us -ma 二 (一 2 
一 2r sa — Cad 一 TH + ($B — 2E, ) 一 2r 
= eu Ts = 2 = 2 (hs (ps 
一 ze 一 六 uv 一 Tuts), (3,4.5) 
注意 到 (3.4. 引 有 端 aan ,wn 和 wu; 的 系数 应 数 零 , 即 有 
m= z=, é& 二 0. 
因此 ,zt 与 x 和 无关, 即 r=r(t), 而 ££ 与 死 关 , 即 坛 = 
C(x,?), 且 (3.4.5) 右 端 化 为 
Em 二 【和 一 Te 十 HS) — by — (2 Bs — Es us 
二 
并 由 它 的 zt ,ua 和 1 的 系数 为 零 得 到 


tr (1)—2é,. = 0, (3.4.6) 
Bt +r (1) 2 = 0, (3.4.7) 
名 过 0 一 各- 十 28 = 0, (3.4.8) 

网 ~ Bt = 0. (3.4.9) 


+ 224 。 
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由 (3.4.G) 和 (3.4.7)， 
= Fr()r + ot), pg- a(z,t)e+B(zr,t). 
这 时 ,(3,4.8) 化 为 


5 过 了 2 户 ， 
即 


B =~ 于 rt)z 一 证 o (1)， 
并 解 得 
8=- 二 rr(Dz2 (z+ p(s). (3.4.10) 
而 由 (3.4.9) 则 得 到 
dt 一 A = Bs 
再 将 (3.4.10) 代 人 户 = 记 =-, 则 有 
rr = 0,0°(1) = 0,p’(1) =-— Fr 
于 是 
T= c+ 2cat + dest’, og = cl t+2cst, p= Cc3— 2cet 
以 及 
te= C1 十 Ca 不 十 cst + 4cext, 
r= cr + 2cat + dest’, 


$= a(x,t)e “+ cs 一 Cs 2cet 一 cor, 
其 中 c1,c2,… ,cs 为 任意 常数 ,a(x ,i) 满 昨 a, =a. 进一步 得 到 
不 变 群 的 生成 元 


_ 3 2.9 2 3 
we= 4zt 了 — di 下 — {x + 27) a 


d 
= -有 _. 
w= tr,t)e Ey 
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所 得 的 结论 与 热传导 方程 的 情况 何其 相似 ! 事实 上 ,映射 
fi(x tau) (Et RR) = (r,t ,nu) 
将 热传导 方程 (3.4. 1) 化 为 Burger 方程 
us = pr 十 2， (3.4.11) 


9 9 3 日 日 2 
人 元 
则 将 (3.4.1) 的 生成 元 变 为 Burger 方程 (3.4. We 
了 (4 元 + 427 一 《2 + 21) 4 3 辣 


其 场 映 射 


-4 到 元 十 dr? 元 一 《人 安 + 22) 汪 


例 3.4.3 KKdV 方程 
Us = rr 直人 Hz， (3.4.12) 


这 时 
A(lr,t, ut) = gy 一 Hr 一 和 Pa 
设 不 变 群 的 生成 元 
= g(x) + rr) tt) 3 
则 pr'Yv(A)|4-o=0 必须 且 只 须 
(#6ur-6u$) lss0=0, (3.4.13) 
其 中 
= Dg — uDeé — uDr, 
Fr =D.$ — uDé — uD, 
t= 一 站 (多 一 全。 一 TH) + Sararr + Fear 
= D3$ — uD — uDir 一 30UD2E 
— Bu Dir — uD — ua Dr, 
由 凡 一 一 6u 思 7 一 6u$ 中 ww 和 ww( 一 3uD 信 ) 的 系数 为 零 ， 
得 
T- = rt, 二 10:8 = 0, 
?276 . 
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于 是 
t=T(t), EE= tr,t), 
且 有 
6x -6u,.$ 
=D,$ — wt — wr — Dg+ utrer 
+ Sort + Farmty — uD $+ Guut, — bus $, (3.4.14) 
将 w= wc +6uz, 代入 ,并 注音 到 也 ,和 = 史 十 下 ri 中 出 现 的 
和 rr 与 一 D3$ 中 出 现 的 一 上 wr 消去 , 则 由 ws 的 系数 为 零 得 到 
38&.— rt (i) = 0, 
因此 
8 = 村 cr() + ot). 


再 考虑 到 (3.4.14) 中 包含 ke 的 项 { 仅 在 :8% 之 中 ), 可 得 
多 一 0, 风 一 
于 是 
$= etzt + Blr,t). 
这 时 ,(3.3,.14) 的 右 端 就 化 为 
GE 一 一 ra 一 (有 十 68)a 二 (ae 二 68 + 及 一 及 ， 
并 由 xz,szy az 和 1 的 系数 为 零 得 到 


& 一 arT =0, (3.4.15) 
&+68=0, (3.4.16) 
a + 68. = 0, (3.4.17) 
PB - Ber = 0. (3.4.18) 
由 (3.4.15) 和 {3.4.16)， 
a =- 子 r， (3.4.19) 
B= 一 二 入 =- 直 ra 一 车 af {3.4.20) 
再 由 (3.4.17)， 
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a 


ce =— 68, =—3r 
将 此 式 与 (3.4.19) 比 较 即 可 知 ， 


r = 0， 
以 及 
_ __1. 
B=0, p= Pa 
则 进一步 由 (3.4.18) 可 得 
B=0. 
总 之 ,我 们 有 
r=0, ea=A$r, B=0=p, o =-68 
并 从 而 解 得 


T= c+t3cat, =~2cp = ec, og = cl — cat, 
其 中 ci ,ec2,cs 和 cs 是 任意 常数 .所 以 
= c+ car — bcat, 
T= ci +t Seat, 


$= c3 一 2cau. 


不 变 群 的 全 体 生成 元 u= 6 +r 区 十 % -构成 一 个 四 维 李 代 


数 , 并 有 下 列 一 组 基 ; 
9 
Tr 22 = 部 ， 弄 3 一 6t 天 + 范 ， 
D4= Tr + 5, 24 天 
与 它们 相应 的 单 参 数 变 换 群 ， 


gl:(Xt ru) (r+e,t,u), 
B22:(r,tu) (x, +e,u), 
g3:tT tH (x -68t,t,u +e), 
PE 
并 由 此 可 知 , 若 w= f(x,t) 是 KdV 方程 (3.4.12) 的 解 , 则 以 下 的 
" 228 :+ 
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ul} we ,3 和 ut 也 是 方程 的 解 

ul = f(r ~ e,t), 

utd = flzr,t — e), 

tt 一 f(x +6et,t)+e, 

tt 一 e 2ef(e crye 2). 
它们 分 别 表示 下 列 不 变性 :xz 轴 平 移 ,t 轴 平 移 , 傣 利 略 变换 和 标 
量变 换 . 


$5 常 微分 方程 的 积分 


李 群 理论 最 有 意义 的 应 用 之 一 就 是 党 微分 方程 的 积分 . 李 群 
的 葛 基 人 S. Lie 的 一 个 基本 思想 就 是 ,一 个 常 微分 方程 系统 ,如 果 
知道 了 它 的 足够 大 的 不 变 群 , 则 可 通过 积分 求 出 它 的 通 解 .具体 
说 ,如 果 知 道 了 一 个 微分 方程 的 一 个 单 参 数 不 变 群 ,一 阶 的 方程 就 
可 以 通过 积分 求解 ,高 阶 的 方程 则 可 以 降 阶 ,以 下 将 分 别 说 明 . 

设 给 定 一 阶 常 微分 方程 


9 i (3.5.1) 


并 知 


忆 一 g(x su) + $(z,t) 天 


是 方程 的 一 个 单 参数 不 变 群 G 的 生成 元 . 设 v(xo, wo) 取 0, 则 在 
{zor A0) 近 旁 可 经 坐标 变换 

y= w(x,u), w = E(x,u), (3.5.2) 
使 在 (yz ) 坐 标 系 中 


并 由 此 得 出 


”DP 
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从 而 可 将 方程 积分 
mr 二 | conay + c. 
再 利用 (3.5.2) 就 得 到 (3.5.1) 的 隐 式 和 解 . 
以 上 的 论述 从 原则 上 解决 了 癌 题 .但 具体 操作 中 却 有 困难 .一 


是 对 给 定 的 方程 (3.5.1) 如 何 求 得 它 的 单 参数 不 变 群 或 其 生成 元 ， 
另 一 个 是 如 何 求 得 坐标 变换 (3.5.2). 
由 本 章 $ 中 的 延 拓 理论 ,= 6(z,u) 六 +$(z,4) 守 是 方程 
(3.5.1) 的 单 参数 不 变 群 的 生成 元 必须 且 只 须 
pr vA)las0 =0, A=wu-F(r,u), (3.5.3) 
妈 


9 /38 9 _ aére_ -39F 2aF 
| 李江 5 < 3 人 


这 是 关于 和 $ 的 偏 微分 方程 ,求解 它 并 不 比 求解 原 方程 容易 
至 于 第 二 个 问题 ,由 于 在 新 坐标 系 (z,ww) 中 = ,由 之 立即 可 
得 到 p(x ,wu) 和 5(z,z) 满 足 的 条 件 


可 如 
1 = 十 3 人， (3.5.4) 
w+ (3.5.5) 


要 求解 这 样 的 一 阶 线性 的 偏 微分 方程 同样 也 是 困难 的 .不 过 ， 

(3.5.4) 说 明 7(z,a) 是 方程 的 不 变 群 的 不 变量 .所 以 ,对 问题 的 

一 般 性 的 回答 ,上述 办 法 对 求解 并 无 实质 性 的 帮助 . 但 对 于 一 些 易 

于 观察 出 其 不 变性 的 方程 ,利用 上 述 思路 对 求解 孝 蚌 有 帮助 的 ， 
例 3.5.1 齐 次 方程 


已 ,IL 
RR 


3 F() (3.5.6) 


有 一 个 明显 的 不 变 群 
* 0 
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Be: (zxyH) — {etr, ein), 


其 生成 元 为 


它 有 一 个 显然 的 不 变量 ?= 世 . 又 由 方程 
刁 可 
ra ru =1 


可 解 得 上 = lnu( 或 lnz 等 ). 于 是 作 坐 标 变换 


于 


= 一 ,Ww = Ing, 
> zr 


则 方程 (3.5.6) 就 化 为 
dw -FL 


F 
y yyCFly)— y)’ 
从 而 解 得 


-| FY 
TE = | si dy + (3.5.7) 
例如 ,对齐 次 方程 
dx Fs 
由 F(ty)=y*+2y 和 (3.53.7) 即 可 解 得 


2 
二 Y 
w= hyrita- 


再 利用 y= 妆 和 =Inu 即 可 得 到 方程 的 通 解 


例 3.5.2 方程 
du - 壮士 到 下 了 (3.5.8) 


dr x— u(r)’ 


其 中 + =x x +w’, 晶 为 任意 函数 ,考虑 作用 于 针 = {1(xz,u)i 上 的 
旋转 群 SO(2) ,其 生成 元 为 
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由 于 
如 9 局 
《li 一 本 是 全 2 
pr ‘v= ua tan t+ ur) 
pri vay Lod = 0, 和 A = t+ zxH rr 


可 元 SO(2) 是 方程 (3.5.8) 的 不 恋 群 .由 于 =w zx 十 % < 是 它 的 
一 个 显然 的 不 变量 ,以 及 larctan 二 )= 1 可 作 坐 标 交换 
9 
二 
即 


T=reosd, uu=rsing. 


这 样 ,方程 (3.5.8) 就 化 为 


da _ Hi(r 
dr ” 
从 而 解 得 
8 -| Rar + c. (3.5.9) 


Qt 训 十 堪 
dr Trt’ 


由 (3.5.9) 即 可 得 到 解 
0 = lnr+e. 
一 阶 常 微分 方程 又 常 天 示 为 一 个 全 微分 方程 
Plx,u)dr + Q(zr, udu = 0. (3.5.10) 
此 方程 称 为 恰当 的 ,如 果 


dP 90 
dw dx 

对 恰当 前 全 微分 方程 ,可 按 
aT dT 


5 3 了， 


2332， 
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找到 它 的 通 积分 
T(xr,u) = ec. 
如 果 方 程 (3.5.10) 不 是 恰当 的 , 则 可 寻找 积分 因子 R(x yz 
使 RPdx + RQdu 为 恰当 形式 ,从 而 可 求 得 通 积分 . 以 下 说 上 明 ,如 
果 知 道 方 程 的 一 个 单 参数 不 变 群 的 生成 元 , 则 立即 可 求 得 积分 因 
于 RR. 


定理 3.5.1 ” 设 方程 (3.5.10) 有 以 w= &{x， “元 二 
8(z,x)3 为 生成 元 的 单 参 数 不 变 群 , 则 


1 
R(z,u) = E(x ujPlr,a) t+ pr, ur, nu) 
(3.5,11) 
是 方程 (3.5.10) 的 积分 因子 . 
证 明 根据 定理 的 假设 ， 


pr vu(A) la-o=0，4= we- 在 ， 
即 
(EP, + $P,)Q — (8, + $0Q,)P + $.Q” 
-(#,— & PQ -SP = 0. (3.5.12) 
要 证 明 R(x ,w) 是 积分 因子 ,只 禹 证 明 
(RP) = 六 (RQ), 
即 
RP+ RP, = RAQ+ RQ,. {3.5.13) 
将 R(xz,w) 的 表示 式 (3.5,11) 代 入 ,(3.5.13) 北 为 
- (&P+ éP, + &Q +t HQ)P+ (EP + $0)P, 
=—{é&P+ P+ QO+ OIQ + (EP + 0).. 
不 难看 出 ,此 式 与 (3.5.12) 等 价 .定理 证 毕 . 
例 3.5.3 在 上 例 中 ,(3.5.8) 可 写 为 
(n+ xHir})dzr +TfaGfr) 一 工 )dua = 0. 
昌 了 ' 
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由 定理 3.5.1, 可 求 得 积分 因 于 


RR= 1 


= 
— uu+ TH)+ xtu— xz) ” 
特别 , 当 吉 =1 时 ,方程 可 化 为 
-a((u tx)dr + (ux)du) =0, 
有 即 
d{3inCe? + 22) 一 arctan 世 | = 心 ， 
从 而 可 得 通 积分 
in(z + us) 一 arctan 一 三 屡 : 

用 积分 因子 法 似乎 更 方便 些 . 这 时 只 要 知道 不 变 群 的 生成 元 ， 
而 不 必 知 道 群 本 身 或 群 的 不 变量 .不 过 , 当 针 + 电 =0 时 , 则 无 法 
求 得 积分 因子 . 

现在 考虑 n(>1) 阶 常数 分 方程 

A{zra™ = Afryus uss ta) =0, (3.5.14) 

其 中 心 = = ,以 下 说 明 , 如 果 知 道 方程 (3.5.14) 的 一 个 单 参数 不 


变 群 避 ， 则 可 利用 这 个 不 变 群 将 方程 降 阶 . 具 体 说 ,设立 是 CG 的 生 
成 元 , 则 在 正常 点 近 旁 必 可 经 坐标 变换 

y= WEIU), Y= (x,u), 
使 在 新 坐标 系 (y ,名 ) 中 


本 
3 
ds 为),w ,4 电 ，…, 和 时 的 确定 的 画 数 ,因此 ,方程 (3.5.14) 就 
而 二 ys 0 9 可 六 
化 为 
页 (yy ) = Aly,w, wy Wn) = 0, (3.5,.15) 
由 于 在 Cy,w) 坐 标 系 中 


"234 " 
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于 是 ,由 定理 3.1.9, 必 有 与 (3.5.15) 等 价 的 方程 
A{y, wy wn) = 0， 
其 左 端 不 显 会 mg. 令 <= zw , 则 此 方程 即 降 阶 为 # -1 阶 方程 
A(y,z, Ly" en-1) = 0. 
由 此 方程 的 解 z=h(y) 就 得 到 (3.,5.15) 的 解 
tw 一 [a(y)dy Es 


再 箱 用 坐标 换 公 式 就 得 到 原 方程 的 解 . 


例 3.5.4 二 阶 方 程 
上 (ti aa = 0 (3.5.16) 
有 一 个 显然 的 不 变性 ,xz 平移 ,其 生成 元 
9 
翌 一 FE 


由 于 内 =0,zz=1 ,可 作 变 搞 
时 x, 


则 有 


方程 (5.1.6) 就 化 为 
令 zw, 三 z, 则 此 方程 就 化 为 一 阶 方 程 
A{y,z,zy) = A{z, 二 ， -号 j- 0. 
例如 ,方程 


zzz 一 2HHz = 0, 
利用 上 述 变 黎 可 化 为 
zy = (y+ ec), 
再 按 w= zz 可 解 得 
，234 ， 
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- (r+d)!, 当 c = 0， 
ctanhtcerz + d),， 当 c =-e <0. 
例 3.5.5 二 阶 齐 次 线性 方程 
tm 十 再 (Er 十 qtrIu = 0 (3.5.17) 
有 一 个 显然 的 不 变 群 
G: (ze 一 (ec )， 


二 一 


上 当 c = ce > 人 0， 


其 生成 元 为 
VU- 
由 于 多 =0,vwlnw =1; 则 经 变换 =]nuw 和 将 方程 (3.5.17) 化 为 
rr wt + pT)w, + g(r) = 0. 
令 z= w, 一 {Ina);, 划 方程 就 进一步 化 为 Riccati 方程 


Tr 二 一 2 一 plx)z 和 qtzx). 
对 一 阶 常 微分 方程 组 


全 F(x,u), 二 1 9， (3.5.18) 


也 可 作 类 似 的 处 理 . 这 时 ,Xx U= 站 (xz,wl,…,wr)|. 设 G 是 方 
程 的 一 个 单 参数 不 变 群 ,其 生成 元 为 .于 是 ,在 v 的 正常 点 近 旁 
可 经 坐标 变换 

y= nr) = 加 ze 一 Cg， 
使 在 新 坐标 系 (y,aep) 中 了 = 本,(3.5.18) 则 化 为 等 价 的 方程 组 


人 号 H,(y,w! ,tn ), CC 一 下 
由 于 H,(a 二 1,…,9g) 中 不 显 wn ,我 们 只 需求 解 只 含有 9 一 | 个 未 
知 唤 数 的 方程 组 
dur 


i H,{(y,w' ,tw |), 二 ] yg = 1, 
只 要 求 得 这 一 方程 组 的 解 wi(y),… ,ww 1(y), 就 可 以 直接 积分 
求 得 wr(y)， 
， 236 ， 
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wy) = [Halys wy) ,ee l(y})dy+ c. 


不 难 奏 出 ,坐标 变换 中 的 p(x ,tw 和 好 (x ,wn) 满 足 
vn) =0, w(t) = 1, 
v(m) =0, A=1,…,g~1. 
例 3.5.6 一 阶 线性 党 微分 方程 
=a(t)zr+ li)y, 
y= Y(t)x + H(t)y, 
有 一 个 显然 的 不 变 群 
G: (t,xyy)— (ter, ey), 


其 生成 元 为 
世 三 Ty 3y: 


由 于 winz=1,2[ 闻 j=0,w =0, 经 举 标 换 w=Inx ,z== 关 ,t= 
t. 则 方程 组 就 化 为 
we =a(t) + P(E)z, 
z, =Y{(1) + (tz — a(lt)z — Blt)ee. 
这 样 ,问题 为 化 为 求解 上 列 Riceati 方程 ， 
进一步 要 讨论 的 问题 是 ,对 给 定 的 群 G ,以 它 为 不 变 群 的 微 
分 方程 的 一 般 形式 是 什么 ? 由 延 拓 理论 和 本 章 人 $1 的 定理 3.1.9， 
n 阶 微分 方程 A(x,w' 下 )=0 完 许 G 为 不 变 群 必须 且 只 须 它 有 
一 个 等 丛 的 方程 A=0, 而 A 仅 依 赖 于 priG 的 不 变量 . 这些 不 
变量 不 仅 依 赖 于 x 和 ,而 且 依 赖 于 z 对 zx 的 各 阶 导 数 ,我 们 称 
为 G 的 微分 不 变量 . 
定义 3.5.1 设 G 是 作用 于 M(CXx UD) 上 的 变 换 群 
1; MR 
称 为 G 的 x 阶 微分 不 变量 ,如 果 ; 是 pr'*G 的 不 变量 , 即 
2 pr (tt ) 一 (二 :at ) 
对 G 中 任意 使 pr'g'{z,4) 定 义 的 gg 成立 . 
站 237 加 
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以 下 仅 讨 论 =g=1 的 情况 . 
例 3.5,7 作用 于 M=XXU=R 上 的 旋转 群 SO(2) 有 一 


个 明显 的 不 变量 y = x+ 好 ,其 一 阶 微分 不 变量 则 需 加 上 w= 
Zuz 蕊 一 阶 微分 不 变量 则 又 需 加 上 上 天 = kz (1+ w2)-3. 


吕 训 填补 
以 上 各 阶 微分 不 变量 都 有 明确 的 斤 何 意义 .r(zyaef(z)) 表 示 

M 上 的 一 条 曲线 , 则 y= |ri, w= tan(r,r), 而 则 是 曲线 的 曲 

率 .它们 经 任意 的 旋转 不 变 是 显然 的 . 由 于 pr 史 G 作用 的 空间 XX 

x M2 是 4 维 的 ,以 上 y,w 和 构成 pr2G 的 不 变量 完全 组 . 

定理 3.5.2 设 G 是 作用 于 M(CXXxU) 上 的 变换 群 ， 
y= n(x,u'™ ), i F(xr, mt") 

是 的 nn 有 阶 被 分 不 变量 , 则 
dw _ 把 /入 - 合 Db 
dy dzxid 

是 G 的 n+1 阶 微分 不 变量 . 

证 明 先 证 明 下 列 公式 
prert Dv( DE) = D (pr Vuk))— DADE, (3.5.19) 


其 中 E(x ,nn) 为 任意 晒 数 ,v= 元 十 $3 为 任意 向 量 场 ,由 本 章 


$3 中 的 (3.3.14) 和 向 量 场 的 延 拓 公式 ， 
pr "ti 三 : rtnt+D vy, 十 ED _， 


其 中 
ve = 区 二 加 > 
1-0 全 
于 是 
rCatDwf(DE) = 困 (rDao(D) + DLE, (3.5.20) 
又 由 


prv(t) = pr vo t) + Dt, 
两 端 用 DD, 作用 ， 
23 。 
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D(pr v(t))=D, (pr vo(F)) + DAD,L + Dt, 
(3.5.21) 
而 


ny) >) ji 十 二 口 | 二 = 91 
注意 到 


aa .3 z 
A 4 dj-1” 当 j 空 1， 
9 _ 9 
D. du = Fob, 
以 及 由 于 是 (zx ,wu ) 的 函数 , 它 与 w 41 无 关 , 可 知 
at _ 9 
Aun | 
于 是 
D, (pr(™ vo( t)) 


之 DB 8 + 2 DE# ey -OD 
a x+ 
= DS 3 DE) + DE 3 = 7 Des po (DE), 
这 就 得 到 
D,(pri vo( t= prtDvo(DE). (3.5.22) 
将 此 代 人 人 (3.,5.20) 再 应 用 (3.5.21) 妓 证 得 (3.5.19). 
下 而 利用 公式 (3.5.19) 证 明定 理 . 设 w 是 G 的 任 一 生成 元 ， 
由 于 对 任意 的 向 量 场 v， 
(Fe ) WD (DNDE 


Dn D7 (Dp) 
可 知 
(nt), /dw 1 (n+1) 
pr (3 )= (Dp DP vw(D,L) 


— (DC) pri dvu( Dn)). 
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由 公式 (3.5.19)， 


| WD DM De (prels)) 


(DID, prot( n))), 
根据 定理 的 假设 ,y 和 ww 是 G 的 阶 微分 不 变量 , 即 有 pri 
Zn) = pr vl) =0, 所 以 
{n+t+1) dre 2 
Pr 2( dy }= 4 

即 9 为 + 1 阶 微分 不 变量 . 

特别 ,着 G 是 单 参数 变换 群 , 则 可 由 它 的 一 个 零 阶 不 变量 和 
-- 个 阶 不 变量 生成 G 的 不 变量 完全 组 . 

定理 3.5.3 设 G 是 作用 于 M(CXX DU=R:) 上 的 单 参 数 
变换 群 ,y 一 pC(z ,a) 和 地 = 5(x ,uuxr) 是 pr'G 的 函数 独立 的 
不 变量 完全 组 , 则 


wy dy ,dw 
Wr, dy » 9 dy”-! 


是 or"G(n 实 1) 的 函数 独立 的 不 变量 完全 组 . 
证 明 由 于 Xx MM 是 n+1 维 的 ,只 须 证 明 


ni . 四 
a 是 函数 独立 的 ， 而 这 是 显然 的 ， 因为 d 显 合 WE+1 二 


dtl 
qrl: 它 与 前 面 的 疯 数 无 关 . 
例 3.5.7 已 知 SO(2) 的 一 阶 微分 不 变量 
er 1 — Tu 


HU 十 完 ， 
由 定理 3.5.2, 我 们 可 得 到 它 的 二 阶 微 分 不 变量 
dw _ Yt (2 + ue) — (1+ a ) {ra — a)), 


dy (www,+tt) 
即 y,xw 和 zw, 构成 pr'2G 的 不 变量 完全 组 ,而 
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人 
(1+ ue 3 (1 十 这 3 本 十 TO 

由 上 土 面 的 两 个 定理 还 可 得 到 下 列 结论 . 

定理 3.5.4 设 避 是 作用 于 MGCCXEx LI) 上 的 局 部 变换 群 ， 
PT 是 priG 的 函数 独立 的 不 变量 完 
全 组 , 则 wn 阶 微分 方程 A(z,u(n)) =0 人 允许 G 为 不 变 群 必须 且 
只 须 它 有 -个 等 价 的 方程 

A(n(zr un ) ,f(r ))= 0, 

特别 , 若 G 是 单 参 数 变换 群 , 刚 以 G 为 不 变 群 的 nx 阶 微分 方程 必 
等 价 于 一 个 n 一 1 阶 微分 方程 


= 


到 一 1 
(om, 吾 … 此 尝 )- 0 
其 中 y=3Cza)w=gzayaz) 为 ztG 的 不 变量 完全 组 . 
例 3.5.8 作用 于 下 x U= 1(x,u)} 上 的 旋转 群 SO(2) 有 
下 列 零 阶 一 阶 和 二 阶 不 变量 


XHI 一 斌 下 
y=vVx tu w= 


tt 十 zi (1 二 we)) 2 
则 以 SO{2) 不 变 群 的 全 体 一 阶 微分 方程 为 
fly,w)=0 
或 
w = Htly), 
即 


ez pH( a 


Wu 十 禄 


并 可 代为 
dx _ + rH(r 
dx x- ulr)’ 
其 中 =v z2+i2, 对 此 方程 在 例 3.5.2 中 已 经 讨论 . 
以 SO(2) 为 不 变 群 的 全 栖 二 阶 微分 方程 为 
fly,swk) = 人 0 
和 241 m 
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或 
下 三 Hl(ly,w), 
即 
u2)2H (Vz i 二 (3.5.23) 
zt 十 六 
令 
r= r+u, 0= arctan < ， 
即 
= roost, wu = rsing, 
则 有 


re + 20.+ ro 
y=r, Ww 二 10， 上 上 = (T+ 7 


于 是 (3.5.23) 化 为 
xzg + rR +280. 
(1 + rE 


令 0.=z, 即 9 = |z=(r)dr +c，, 则 (3,5,24) 降 阶 为 一 阶 微分 方 和 


= H{(r, re.), (3.5.24) 


r 9 = (1]+ rz Hr, re) — (riz? + 2z). 
例 3.5.9 二 阶 微分 方程 


Tr + LHL = wis (3.5.25) 
有 一 个 明显 的 不 变 群 
G: (rn) — (er ,em ). 
它 有 两 个 显然 的 一 阶 不 变量 


中 


y= WE Uz. 
由 定理 3.5.2, 可 得 到 它 的 二 阶 微分 不 变量 
dw 村 Trr 


dy XW 


从 而 可 将 (3.5.25) 化 为 一 阶 微分 方程 
"242 ， 
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二 
Gy (四 一 2)+m = ye, 


即 
(ww -3 各 + w)= 0., 
于 是 有 
ww 二 y 或 种 + w= 0, 
即 有 
人 (3.5.26) 
或 
du = ce (3.5.27) 


其 中 ?= 二 ,而 (3.5.26) 则 给 出 (3.5.25) 的 奇 解 族 u =kr. 


$6 偏 微 分 方程 的 群 不 变 解 


偏 微分 方程 的 求解 比较 困难 ,常用 一 种 方法 是 ,在 求 方 程 的 某 
些 类 型 的 解 时 ,可 将 问题 转化 为 求解 常 微分 方程 . 例如 ，KqdV 
方程 
* Wi 一 Wrz + Buus, (3.6,1) 
由 于 方程 中 不 显 会 自 变量 1 ,我 们 在 求 方程 的 与 : 无 关 的 解 即 所 
谓 稳 定 解 x = F(z) 时 ,方程 就 化 为 常 微分 方程 
+ = 0. 
此 外 ,方程 还 有 非常 重要 的 一 类 解 叫 行 波 解 ,也 就 是 方程 的 具有 形 
式 忆 = 二 了 (&) 的 解 ,其 中 = 一 ctyc 为 常数 .这 时 ,方程 (3.6.1) 就 
化 为 
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FF +6FF +ef = 0. (3.6.2) 
这 就 是 说 ,如 果 f(&) 是 方程 (3.6.2) 的 解 , 则 x = f(x 一 以 ) 就 是 
KdYV 方程 (3.6.,1) 的 解 .需要 注意 的 是 ,中 间 变 量 & 并 不 是 短 便 可 
取 的 ,也 不 是 任意 的 偏 微分 方程 都 有 行 波 解 .例如 , 柱 KdV 方程 
Ws = Wns + Gun, Ss (3.6.3) 
就 没有 行 波 解 , 阁 令 = Af(&),&= 二 zct, 则 (3.6.3) 化 为 
"+6fF + of -f=0. 
由 于 方程 中 仍 显 售 1, 它 只 有 解 f= 人 0. 

以 下 将 从 理论 上 进行 一 般 性 的 探讨 . 为 讨论 的 方便 上 且 不 失 一 
般 性 , 设 p=2,g=1, 即 对 = 1(z,1)),U= |](a)), 并 考虑 偏 微 分 
方程 

tt 一 A{lrtu i )=0, (3.6.4) 
设 避 是 它 的 -个 单 参 数 不 变 群 ,其 生成 元 为 ws, 则 在 避 的 正常 点 
近 旁 可 经 坐标 变换 
E = Etrstou), T= rrtyu), w= wlr,t,u), 
(3.6.5) 


使 在 新 坐标 系 (#,r,) 中 
3 


2 一 
-一 ar’ 


等 价 的 方程 


由 于 pr w= 六 , 则 由 本 章 $1 中 的 定理 3.1.9, 必 有 与 (3.6.4) 


A(E,w, we, ww )= 0, (3.6.6) 
如 方程 的 左 端 不 显 含 z, 例如 ,KdV 方程 (3.6.17 有 一 个 平移 不 
变 群 
Gt {rt ur {r+ eett+e,u), 


其 生成 元 
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经 坐标 变换 


去 一 二 一 研一， 上 二 天 


在 新 坐标 系 ($,+,w) 中 ,= 认 , 方 程 (3.6.1) 就 化 为 
wr 二 were + berwe + cowe. 

由 于 在 方程 (3.6.6) 中 不 旺 含  , 当 求 方程 的 与 r 无 关 的 解 ， 
即 形 如 ww 二 wt&) 的 解 时 ,方程 就 化 为 常 微分 方程 ,由 于 &(x,t ,wu) 
和 和 w(x,t nt) 满 足 -=0, ww =0, 它 们 都 是 群 G 的 不 变量 . 因 
此 ,这 类 解 wm 二 wt8) 具 有 在 群 G 作用 下 不 变 的 性 质 , 这 种 在 某 一 
不 变 群 G 作用 下 不 变 的 解 称 为 群 G 不 变 解 . KdV 方程 的 行 波 解 
就 是 C. 不 变 解 ,而 柱 KdV 方程 (3.6.3) 不 具有 GG 不 变性 , 它 就 
没有 行 波 解 . 

由 以 上 讨论 下 知 , 当 求 方程 (3.6.4) 的 一 个 不 变 群 的 不 变 解 
时 ,方程 可 约 化 为 党 微分 方程 .在 具体 约 化 时 ,并 不 需要 找到 坐标 
变换 (3.6.5) ,我们 只 要 找到 群 的 不 变量 & 和 四. 我 们 也 知道 ,寻找 
不 变量 不 一 定 要 知道 群 本 身 , 只 要 知道 群 的 生成 元 就 够 了 . 

由 以 上 的 讨论 还 可 知 , 才 方程 中 的 自 变 量 的 个 数 多 于 两 个 , 财 
在 求 方程 的 不 变 群 的 不 变 解 时 ,方程 虽 不 能 化 为 常 微分 方程 ,但 方 
程 的 自 变量 的 个 数 将 减少 一 个 . 

例 3.6.1 KdV 方程 

Hs: = Wp + Huy, {3.6.7) 

有 下 列 四 个 熟知 的 不 变性 : 

式 平 稀 :(zT,tu ”r+e,t,u), 

t 平移 : (x ,tu) r(x,t+e,u), 


佑 利 略 变换 :(z ,zx) 一 [3iestvu+ 生 外， 


标量 变换 :;( ,ty,z)->fe ‘re ,ew ). 
在 前 而 讨论 过 的 GG 是 zx 平移 和 和 #4 平移 的 组 合 、 可 理解 为 沿 某 
一 方向 的 平移 ， We 


爷 利 略 变换 的 生成 元 = -3 六 -+ 立 守 -, 它 有 不 变量 
24 号 。 
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E=1, w= 61u+r. 
其 不 变 解 就 是 表示 为 w= 了 (EE) 的 解 , 盈 


4 = 起 (ft) -zx). 


将 它 代 入 (3.6.7) 就 得 到 
三 人) = 0. 


从 而 得 到 解 = c. 于 是 , 作 利 略 变 杭 的 不 变 解 为 


PE 
br “ 


将 怖 利 略 变换 和 * 平移 组 合 就 得 到 


Ga: (Xt uu) (zx -3+ ae,u + 二 |， 


其 中 a 为 任 站 非 零 常数 .其 生 束 元 为 


0 i sd 


它 有 不 变量 


要 te 
8 一 并 十 7 w= 


于 是 ,其 不 变 解 可 表 为 w= A&), 即 
u = f(€) + 起， 
将 它 代入 (3.6.7) 就 得 到 常 微分 方程 
f+6ff -元 =0， 
此 方程 可 积分 一 次 ,化 为 


"+3f- 疡 +c=0. 


这 就 说 明 , 霹 (是 (3.6.8) 的 解 , 则 


ut = 了 (z+ 字 癌 + 去 


是 KdV 方程 (3.6.7) 的 解 . 


(3.6.8) 


上 述 标量 变换 的 生成 元 2= - 工 革 一 3+ 半 +2x 区, 它 
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变量 

一 本 ey 一 ut, 
群 的 不 变 解 应 表示 为 w= f(&), 即 

u = 3/(8), 
将 它 代 和 人 (3.6.7),KdV 方程 就 约 化 为 
f° +6 + 3 +gf=0. (3.6.9) 
这 就 说 明 , 若 f( 引 是 (3.6.9) 的 解 , 则 
_2 _1 
= £3f(xt 3) 


是 KdV 方程 (3.6.9) 的 解 ， 


例 3.6.2 KP 方程 
t+ Wr + Cuns — Diuy=0 (3.6.10) 
(p”! =- | .dz) ; 即 
(We + tsr + Guus), — wy = 0 (3.6.11) 


也 是 物理 学 中 的 一 个 重要 方程 , 亡 有 三 个 自 变 量 :z,y,t. 显然 , 方 
程 有 <z 平移 ,y 平 移 和 + 平移 不 变性 ,其 y 平移 不 变 解 应 满足 的 方 
程 即 为 KdV 方程 
2 十 Hr + un, = 0, 
而 上 平移 不 变 解 应 满足 的 方程 则 约 化 为 
(Wrer + 6ttz) — uyy = 0. 
将 平移 和 + 平 称 组 合 , 则 得 到 不 变 群 
GG: (Tyrt uu) (r+ eyt— eu), 
其 生成 元 
日 

型 一 ar 到 EPE 

有 不 变量 
Ss=X+it, FY w= 
其 不 变 解 就 是 形 如 w= Af(8,7) 的 解 ,而 
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u = f(é,n). 
将 它 代 人 KP 方程 ,就 得 到 约 化 的 方程 
fe + fe + 6ffe — De fo 
(pi = fae), 
fe fmt (fat 6ffe)e = 0. 
这 就 是 Boussinesg 方程 . 


$7 微分 方程 的 对 称 


在 本 章 的 前 5 节 中 ,已 对 微分 方程 的 不 变 群 的 概念 ,如 何 寻找 
不 变 群 ,以 及 如 何 利用 不 变 群 来 求 常 微分 方程 和 偷 微 分 方程 的 解 
作 了 系统 的 论述 .解决 问题 的 关键 之 一 就 是 利用 延 拓 理 论 将 微分 
方程 的 问题 转化 为 代数 方程 的 问题 .但 是 , 延 拓 理论 的 指导 思想 虽 
然 简 单 ,但 具体 操作 起 来 却 很 麻烦 .以 下 我 们 将 换 一 下 角度 来 进行 
研究 ,其 目的 是 使 得 微分 方程 的 不 变 群 与 生成 元 的 关系 以 及 求 不 
变 群 的 群 不 变 解 的 问题 虽 将 简明 而 便于 应 用 . 

现在 考虑 含 在 两 个 自 变 量 x 和 + 的 偏 微分 方程 


us = K(z,t,u, ts,"), (3.7.1) 
或 简写 为 
ws = K(xz,t,u). (3.7.2) 
这 就 是 所 谓 的 演化 方程 . 
设 M 是 全 体 连 续 可 微 国 数 x(z,t 的 集合 , 即 
M = lulz,t)!, 


它 可 以 理解 为 一 个 无 穷 维 的 微分 流 形 .wu = u(x,t) 称 为 方程 
(3.7.1) 的 解 ,如 果 它 使 方程 成 立 .于 是 ,方程 的 解 集 就 表示 为 。 
N= IuEM|w,= K(r,t,u)|. 

设 C= 1g 1s€RR| 是 作用 于 M 上 的 一 个 单 参数 变换 群 , 即 

| Be 让 一 下 一 下 (人 E). 
使 gox=uz, 即 去 (z,0)=2 ,以 及 
十 2 四 
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(gn "° Be)u = getyte) 
于 是 ,对 M 中 在 一 点 &%， 
gt = (ue) = Ue (we) 
可 看 作 是 M 中 过 z 的 一 条 曲线 {e 为 曲线 的 参数 ), 也 称 作 z 在 于 
作用 下 的 琢 道 ,而 曲线 在 w 的 切 向 量 就 是 
dz 
de |e=-0 
这 就 是 MM 上 与 G 相对 应 的 向 量 场 .友之 ,我 们 也 不 难 证 明 , 对 M 
上 和 尾 意 给 定 的 向 量 场 e(z), 必 有 与 之 相应 的 单 参数 变换 群 . 
定义 3.7.1 M 上 的 变换 群 G = {gi 称 为 方程 (3.7.1) 的 一 
个 不 变 群 , 如 果 它 将 方程 的 解 变 为 解 , 邯 
ggNCN 
对 G 中 的 在 意 元 素 g 成 立 . 
作为 单 参数 不 变 群 G= 1g,|e 蕊 RR 的 相应 的 向 量 场 olw) 应 
有 何 特 点 ? 地 


RCu,e)= 斌 +e 红 


= olnu). 


£ = 让 
= 二 eq(u) 十 … (3.7.3) 
其 中 aa) 就 是 G 的 向 量 场 , 而 


K(H) = 天 (证 ) to +e ED 


ds 
由 于 KK(a)i -0=K(w), 以 及 


dK(a)| _d ] 
人 deK(u + eo) mw 


十 … (3.7.4) 


站 一 


= Kk'(u)o, 


站 二 心 


其 中 K(x ) 表 示 K(x ) 对 ww 的 线性 化 算 子 ,KK (ua )sc 也 可 理解 为 
Klw) 对 a 滑 方 同 olw) 的 方向 导数 ,也 常 简 记 为 尺 'o, 它 的 有 其 体 
表达 式 为 | 


三 K'(z) 生 


ea 
Ko 十 Qu” + du + 


.2490 ， 
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于 是 {3.7.4) 就 表示 为 


K(a) = K(wu) + ealu) 十 …， (3.7.5) 
由 不 变 群 的 定 闵 ,如 果 wx = 天 (xx) 成 立 , 则 
W = K{u) 


对 任意 的 成 立 , 比较 (3.7.3) 和 (3.7.5) 就 得 到 与 单 参 数 不 变故 
ge 相应 的 向 量 场 cfx) 度 满足 的 条 件 


其 中 经 表示 = 对 : 的 全 导数 ,上 条 件 也 常 记 作 

li 二 Kg. (3.7.6) 
需 注意 ,上 述 条 件 中 须 假定 x 的 方程 (3.7.1) 的 解 .我 们 把 这 样 的 
与 方程 的 单 参 数 不 变 群 的 相对 应 的 向 量 场 o(w) 称 为 方程 
(3.7.1) 的 一 个 对 称 .由 


3c 
3t 


do 


J, 二 + au = 5 十 了 天 ， 


(3.7.6) 就 可 以 改写 为 
了 一 [并 ,zj]， 
其 中 [KK,oj]= KK'o 一 aK, 称 为 KK 和 oa 的 换 位 子 .又 由 于 ww 可 以 
用 天 (zx) 代 蔡 ,我 们 可 以 假定 o 不 含有 ww 以 及 它 的 各 阶 篇 导数 ,这 
时 (3.7.7) 就 应 为 恒等式 . 
定 巡 3.7.2 oftriiyayasyit) 称 为 方程 (3.7.1) 的 一 个 
对 称 ,如 果 


5 = [K,a] {3.7.7) 
对 M 中 的 任意 元 素 z 成 立 ， 
特别 , 当 og 不 显 售 上 时,(3.7.7) 就 简化 为 
[K,s] = 0. 
例 3.7.1 Kdv 方程 
Ue = ss + BUN. (3.7.8) 


"2 
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由 于 
政 = Wr + utr, 


K’ = D+6uD + 6u, 
|D= 二). 于 是 ,(>,tx) 是 对 称 的 条 件 为 


机 一 十 Ga + Hud. 


不 难 验证 ， 

Ko= tr， Ki = tr 十 四 ar = ti, 

ro = 3tus + 全 ， Tt1 = dtu 十 Xu + 20 
都 是 KdV 方程 (3.7.8) 的 对 称 . 例如 , 当 o = Ko 时 ,32 =0,0”= 
姜 ,而 


[K,a]=Koe-okK 
= (D+ 6uD + 6u)us 一 Du + 6uns) = 0. 
这 就 证 明了 Ko= & 是 KdV 方程 的 对 称 . 
由 于 对 称 a 所 满足 的 方程 (3.7.6) 是 线性 的 ,所 以 ,对称 的 实 
系数 线性 组 合 仍 是 对 称 , 换 句 话 说 ,全 体 对 称 构成 一 个 线性 空间 . 
对 上 述 KdV 方程 的 对 称 Ko, Ki, ro 和 zi, 它们 对 换 位 运算 
还 满足 下 列 关 系 ; 
[天 o, 下 1] = 0， [天 oro] = 0， 
[天 0 rij = Ko, [Ki,ro] = 3K0， 
[Ki, ti] = 3K1, [ro, rt] =— 2r0. 
所 以 ,它们 对 换 位 运算 还 构成 一 个 李 代 数 ， 
到 之 ,如 何 由 已 知 的 对 称 求 与 它 相应 的 单 参 数 不 变 群 ? 
定理 3.7.1 设 etat) 是 方程 (3.7.1) 的 一 个 对 称 ,z(usy) 
满足 方程 


de (3.7.9) 
证 


" J51 面 
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则 
Be Ht 
是 (3.7.1) 的 一 个 单 参 数 不 变 群 . 
证 明 首先 征明 g。 将 方程 (3.7.1) 的 解 变 为 解 , 即 若 ww 
= 开 ( 人 2) ,出 天 三 兵 (). 由 


= (至 ) = (02), = HD + oa, 


(3.7.10) 


以 及 条 件 (3.7.7)， 


Km)o(a) = SE + on)K(E), 


对 任意 的 去 (EM) 成 立 , 即 有 
KR) 298) (KR). (3.7.11) 


比较 (3.7.10) 和 {3.7.11) 即 可 知 ,和 KK (a) 作为 e 的 函数 满足 
相同 的 常 微分 方程 .并 且 , 当 es=0 时 ， 

天 |-0 = got， 

K{H) 1e=0 = K(u). 

由 邮 三 买 Cz) ,二 和 慌 { 元 ) 有 相同 的 初 值 ,根据 常 微 分 方程 的 解 的 
存在 惟一 性 定理 ， 

We = K(U), 
即 吉 是 (3.7.1) 的 解 . 

进一步 证 明 g。 是 方程 (3.7.1) 的 单 参数 不 变 群 . 由 埃 |.-0 = 
2 ;850 为 恒 同 映射 .进一步 只 须 证 明 对 任意 的 实数 es 和 ,ge* gr = 
有 悉 + 成 立 . 由 
(ge 。89)2 二 (BA 一 (Cay37) = Rusé, 9) 
和 
Be+R = Huse t+ nD) = HU(u,e,n), 
.252 
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作为 s 的 函数 ,它们 满足 相同 的 微分 方程 : 
5 = g(t), 

并 且 , 当 8=0 时， 

证 (Me 7) |e=0 = tw, 7), 

ue Dn) le=0 = Hl,Yy), 
即 有 相同 的 初始 值 ,所 以 

(ge ° By)t = 有 e+ 
例 3.7.2 求 KdV 方程 
Hr = Wxrr + Our 

的 对 称 Ko= ws, Ki= we,ro=3tuz + 去 和 fl 二 3tu, + zu 十 28 相 


应 的 单 参 数 变 换 群 . 
求 Ko= ww; 相应 的 单 参数 变换 群 只 须 解 微分 方程 


= Ky Io = tt, (3.7.12) 


不 难 解 得 下 = ultx+e,t). 这 就 得 到 相应 的 单 参 数 变 换 群 
;于 于 二 W(xrt+e,t), 

即 所 谓 x 平移 . 要求 Ki = 嫩 的 相应 的 单 参 数 变换 群 ,只 需 将 方程 

(3.7.12) 中 的 去 换 成 元 ,可 知 其 相应 的 单 参数 变换 群 为 


ge: u(r,tte) 


即 : 平移 .对 ro=3zes + 这 ,要 解 微 分 方程 
de ~ 2， {3.7.13) 


不 难 闭 出 ,方程 


ee 


有 下 列 三 个 独立 的 首次 积分 : z + 3te,t, 云 一方, 这 就 得 到 


(3.7.13) 的 解 
" 3 +* 
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元 S(t 
(7 为 任意 函数 ). 再 由 初始 条 件 喜 |,0=w 即 可 得 到 
(r+ 3E,t) + 六 
这 就 得 到 与 ro 相应 的 单 参 数 变 换 群 
:下 = u(x + 3te,t) 十 语 ， 


即 知 利 了 略 变 换 . 对 rj = 3tu, + zu +2u , 需 解 微分 方程 


< = 3 证 xit, + 2 (3.7.14) 


由 于 


TT 


有 下 列 三 个 独立 的 首次 积分 ;te ,ze ,He -*. 可 知 方程 的 解 为 
= e2ef(aee te) 
(了 为 任意 函数 ), 再 由 初始 条 件 元 1.=o=x 即 可 得 到 
R= etn ee , tes ). 
于 是 ,与 rt 相应 的 单 参 数 变 换 群 为 
| BiH = eu (ve, te) 
这 就 是 所 谓 标量 变换 . 
一 般 的 ,对 微分 方程 组 
Flr tots ts ta ts) = D0, i= 1,.,n 
(3.7.15) 
也 可 以 作 类 似 的 讨论 .这 时 ,方程 的 对 称 g = (x ,i ,如 ) 详 满足 的 条 
件 为 


Fi (ue =0, j= 1,n. (3.7.16) 
例如 ,Sine-Gordon 方程 
Hs = Sn 字 
的 对 称 so 应 满足 的 条 件 为 


G4 = 0 008 a. 


"4: 
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Kadormtsev-Petviashviti 方程 即 KP 方程 
Ur 十 攻 + Gui, 一 D Tu,y, = 有 
或 
【za + Wer + Butr), 一 Diu, = 人 
的 对 称 o 应 满足 的 条 件 则 为 
Gr 十 Grr + uo, + Gu 一 Di = 人 0 
或 
(ai + grrr 十 Ga + 6usr), 一 oy = 0. 
例 3.7.3 售 有 多 个 未 知 函 数 的 方程 ,例如 
gq = Ki(x,t, qr qr rs"), 
ri 一 Kr,t qr Or WD 
可 以 表示 为 问 量 形式 
d= Klr,tinsr), 


其 中 = (9),K= (kK! -有关 方 向 导数 的 枝 念 可 以 同样 定义 ， 


K’'(u)o = K(x + eg) _ 


其 中 a 7). 于 是 
2 
kl ) 
gd ne 让 家 十 Er 六 十 EG2 加 
AeK le too)| _ = ad i 
deK2(9 + eqisr + 502) 要 


即 有 
， 天 11 二 下 1az 
全 和 一 ( + ke) 
式 中 并 ti 表示 玉 ( 对 8 党 cl 的 方向 导数 ,KK'1,az 则 表示 区 1 对 
r 话 a2 的 方向 导数 .人 困 此 ,方程 组 (3.7.17) 的 对 称 应 满足 的 条 件 
则 为 
" 35 " 
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(2) = (es 
axl, \Kog KJ os 


或 简写 为 
Li K'sg, 
其 中 KK 则 为 
» Ry Ki 
和 全 ee 
例如 ,方程 组 
上 一 一 rrr 6 EE 
1 (3.7.18) 
ri = rr + Ogrrz 
的 对 称 { !] 应 满足 的 条 件 为 
oy 人 6gg- al 
中 本 外 zy 一 有形 + EoD + Bqr, (中 


进一步 的 问题 就 是 如 何 求 得 微分 方程 的 对 称 . 有 一 些 简单 的 对 称 
可 以 从 方程 的 物理 意义 和 对 方程 的 观察 得 到 .例如 ,上 述 KdV 方 
程 的 四 个 对 称 都 有 它们 的 物理 解释 .还 可 以 看 到 ,如 果 方 程 中 不 显 
售 二, 则 za 就 是 对 称 ,如 果 方 程 中 不 显 售 1:, 则 ww 就 是 对 称 . 不 
过 ,为 了 寻找 比较 复杂 的 对 称 ,我 们 还 项 要 作 进 一 步 的 考虑 ， 

一 个 自然 的 考虑 就 是 由 已 知 的 对 称 去 生成 新 的 对 称 . 

候 设 B{zr,t, ww) 是 作用 于 M 的 一 个 算 子 . 对 任意 了 晴 数 
atzx ,1) ,Ba 仍 是 一 个 隆 数 ,作为 算 子 别 , 我 们 也 可 以 年 义 它 对 tw 
沿 方向 o 的 方向 导数 ,并 记 作 @, [ej] 或 吓 [a], 即 


Bis|= FB(u + Eq) |e-0. (3.7.19) 


显然 ,PB [a ] 仍 是 一 个 算 子 . 
定理 3.7.2 对 任意 的 算 子 (zxz ,i ,ww) 和 任意 的 联 数 a(xz， 
tu 和 or, tu 
(Ba)b = (DP[b])a + Bla’D). (3.7.20) 
证 明 根据 定义 ， 
， 230 * 
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(Pa) = £ (Pn + eb)alw+ 6))| 
E 二 愉 


= (( 是 se + 5))alu +t 6))| 


+ {gu 十 cp) 了 Lalu + eb)) 


= (|5])a 和 »). 
证 明 , 严 的 方向 导数 有 下 列 对 称 的 性 质 . 
定理 3.7.3 对 任意 的 阴 数 F(zr,t,u),alzx,t,u) 和 bp(r， 
f,u), 
(F’')[als = (F’)'[bla. {3.7.21) 
证 明 根据 定义 
}s 
| 


(FY'[Lals= Te + ea)| 
-i + Em + ezb) 


dd 
= de de- 


dd 
~ dg2 dg 
= (F’)l8]a. 
定义 3.7.3 ” 算 子 (xz,z,4) 称 为 微分 方程 的 一 个 强 对 称 ， 
如 果 它 将 方程 的 对 称 变 为 对 称 ,也 就 是 说 ,车 ol(xx ,i,w) 是 方程 的 
对 称 , 则 Bo 也 是 方程 的 对 称 . 
定理 3.7.4 别 是 方程 (3.7,1) 的 一 个 强 对 称 ,如 果 它 满足 


dp |-， 
a [K’,®], (3.7.22) 


其 中 [到 ,二 K'': 别 --BK' ,wn 是 方程 (3.7,1) 的 解 . 
证 明 设 otx,t,w) 是 (3.7.1) 的 一 个 对 称 , 即 


dr = Ko- 


e = ex = 个 


-和 Fas + goa 十 所 1 在 ) 
e = e,=0 


于 是 
.IFT ， 
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2 一 So 下 o(E) = LK’,®]le + Ko) = K’'(@o). 


这 就 证 明了 Bo 也 是 43.7.1) 的 对 称 . 所 以 下 是 (3.7.1) 的 强 对 称 . 
显然 ,条 件 (3.7.22) 也 可 以 表示 为 


P+ oIK] = [K’,®]. (3.7.23) 
特别 , 若 丙 不 显 含 1, 则 上 条 件 就 简化 为 
DIK|= {[K’,B]. (3.7.24) 
例 3.7.4 Kdv 方程 
Wr = Hr + Ou 


有 一 个 强 对 称 
P= D+4u+2u,D"! 
(Dr = | . dz) .这 是 因为 
DIKI=4K +2K.D! 
一 (see + ums) + 2 ur + Guur + Gu D1, 
[K’,B] ={D’* + 6uD + 6u)(D? + du + 2u.D !) 
— (D+ du + 2 D-IND? + 6uD + 6u,), 
直接 计算 即 可 得 到 
DIK]= [天 ,再 |. 
又 因为 瑟 不 显 合 1, 所 以 瑟 是 KdV 方程 的 强 对 称 . 
不 难 着 出 ,前 面 提 到 的 KdV 方程 的 四 个 对 称 Ko, Ki ro 和 
rt1 之 间 存 在 下 列 关 系 
KI = BKo, zl 二 Pm. 
即 Kj 和 可 以 由 Ko 和 ro 通过 强 对 称 更 生成 .事实 上 ,方程 的 
任 一 个 对 称 经 由 强 对 称 都 可 能 生成 无 穷 个 对 称 . 对 上 述 KqV 方 
程 ,由 Ko, ro 就 可 以 生成 下 列 两 组 无 穷 个 对 称 : 
K, = BKo, n = 0,1,2,…, 
r= Dr, n= 0,1,2, 
。 258 。 
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( 为 恒 同 ). 

由 已 知 的 对 称 去 生成 新 的 对 称 的 另 一 个 途径 就 是 通过 它们 的 
换 位 运算 . 换 位 运算 在 前 面 已 有 说 明 . 为 了 系统 地 叙述 并 强调 它 的 
重要 性 , 现 重 述 它 的 定义 ， 
以 下 FAztsz) 表 示 了 是 za 和 ww 对 zx 以 及 z 的 各 阶 偏 导 

数 的 范 数 . 
定义 3.7.4 设 agriya) 和 Brit,a) 为 任意 函数 ， 
[a,b}]=ab—ba 


称 为 a 和 卢 的 搞 位 子 . 
定理 3.7.5 对 任意 的 活 数 a,5,c 和 任意 的 常数 1 和 jy， 
[a .5 = [6,a], (3.7.25) 
[ae + pb,c] = Ala,c] + ufb,e], (3.7.26) 


[[asebl,cl+ [lB,cel,al + [ce,al,b] = 0.(3.7.27) 
证 明 (3.7.25) 和 (3.7.26) 由 定义 立即 可 得 . 下面 证 明 
(3.7.27). 根 据 定义 和 定理 3.7.2， 
[[a,bi,c]l= Lab — ba,cl] 
= {ab}jc- (bac— ec (abp}+t+e (bea) 
= (l(a) [elb ta (dye) — (hb) [ce]a ob (ac) 
—c (apb)+e (bea). 
同 理 ， 
[[8,c],al =(8) Talc th (lca) — (cd)la]b—e’ (ba) 
-a (bc)+ta (cb), 
[[esal,bj =(c) [blate (lad) — (a) lble -a’'(cs) 
一 百 (ca)}+b (taec). 
由 定理 3.7.3 即 得 
fablecj + [8c),a] + [fec,al,b]l = 0. 
由 此 可 知 , 全 体 上 述 卫 数 对 线性 运算 和 撞 位 运算 构成 一 个 李 
代数 . (3.7.27) 称 为 Jacobi 等 式 . 
对 于 一 个 任意 给 定 的 微分 方程 ,显然 , 它 的 任意 两 个 对 称 的 线 
性 组 合 仍 是 对 称 . 以 下 证 明 , 任 意 两 个 对 称 的 换 位 子 也 一 定 是 
本 2509 本 
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对 称 
定理 3.7.6 设 cltzryu) 和 afztu) 是 方程 
= Ktr,t,u) 
的 对 称 , 风 og= [ci,czj 也 是 此 方程 的 对 称 . 
证 朋 彰 先 证 明 , 对 任意 的 郴 数 cf(ztya) 和 三 (ztiya)， 


Mat - 革履 (3.7.28) 
这 是 因为 
( 符 )2= 革 至 (e+ 芭 )| = 攻 训 (e+ eab+…) 本 
_ dla $) 
di 
根据 定理 的 俊 设 和 对 称 的 定义 ， 
dal 


由 (3.7.28) 和 定理 3.7.2， 
| 更 二 
de doi,0s] = 42 — oye 
一 (各 ) 22 一 (E)a = (Ka)o — (Kos) a 
= (KY [2 +K{ao) —- (kK) [Loo — K (o's01), 
再 由 定理 3.7.3， 


= kK (oo -Klo20) = Klo,o]l = Ko, 


所 以 a 是 方程 的 对 称 . 

由 此 可 知 ,一 个 微分 方程 的 全 体 对 称 对 线性 运算 和 换 位 运算 
构成 一 个 李 代 数 . 

前 面 已 经 说 明 ,KdV 方程 的 对 称 Ko, Ki, To 和 ri 对 换 位 运 
算 构 成 一 个 李 人 代数. 这样 ,由 这 四 个 对 称 通过 换 位 运算 并 不 能 生成 
新 的 对 称 ,进一步 还 可 以 证 明 ,KdV 方程 的 两 组 对 称 K, 和 +t, {nn 
=0,1,2…) 对 换 位 运算 也 构成 一 个 李 代 数 , 并 请 足下 列 关 系 ， 
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[K»,,K,] = 0， (3.7.29) 
[天 rr jj = 《282 十 二 政 。。1， (3.7.30) 
| > 2Cm 和 了 天) Tmt nl (3.7.31) 


(Cm, n=0,1,2,.°…,K_1=0= 7r_1). 

由 此 可 知 , 由 KK, 和 tn = 二 0,1,2,…) 也 不 能 通过 换 位 运算 生 
成 新 的 对 称 ,不 过 ,对 一 些 难 于 找到 强 对 称 的 方程 ,通过 已 知 的 对 
称 的 换 位 运算 生成 新 的 对 径 却 是 一 个 有 效 的 方法 . 

例 3.7.5 KP 方程 

Wz 十 让 十 HH, — D lu,, = 人 0 
的 对 称 a(x ,ivy,z) 旋 满足 的 条 件 为 
ci 十 Fr + bug 十 人 Ha 一 Dio, 二 洛 . 


可 以 验证 ,方程 有 下 列 对 称 : 
Ko = 二 zu， 
2 
Ki = 3 uy; 
Ks =D lnuy, — wr — Guus (= ts), 
K; = 人 D2uw — du — BuD uy — 16uny, 
Ky =3D 3 + Stirwere — Ou — 90u2u。 — 10usD"! 
让 二 Wpy Sie ter Ur i uy 


— 20uD lu — SD 1 (us), + 30urt + Ouras 


— 20u,D wu,, 
1 
ro =1Ko”— 18， 
z1 =i + yKo, 


T2 -2Kz + yK1 + xKo + 4u, 


73 一 下 3 十 yK,» + XKI 十 $D-lw,, 


T4 = Ka4+ YK 十 TK, + 2D 1,, 一 二 2 Ba” = 2uD ln. 
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还 可 拟 进 一 步 验证 它们 之 韶 的 换 位 运算 满足 下 列 关 系 ， 

[K;, Ki] = 0, [Ki, 5] 一 Key 2， [re] Fir 
ij =0,1,2,3,41+7 -2<4. 当 i+y-2>4 时 , 刚 可 以 通过 换 
位 运算 产生 新 的 对 称 , 令 

Kn = [Ker3], Tn 一 ls 
所 44. 这 样 , 就 有 了 KP 方程 的 两 组 对 称 : 天。 和 rn =0,1,2, 
…), 并 且 还 可 以 证 明 它 们 满足 下 列 李 代数 关系 : 


[K, ;,K,j= 0,[K,,r,] = i 


ni 
3 Tmt-2 


KP 方程 含有 自 变 量 1 ,zx 和 y, 这 类 方程 称 为 1+2 维 的 , 它 也 
可 以 看 作 是 KdV 方程 向 高 维 的 推广 ,也 常 称 为 1+2 维 的 KdV 方 
程 .事实 上 ,KP 方程 还 有 许多 对 称 , 可 以 想像 ,方程 自 变 量 愈 多 则 
对 称 愈 多 . 

有 一 些微 分 方程 之 间 存 在 某 种 变换 关系 . 例如 ,Kdv 方程 和 
Modified KdV《MKdV) 方 程 之 间 存 在 Miura 变换 ;Burger 方程 与 
热传导 方程 之 间 存 在 Cole-Hopf 变换 ;KdV 方程 和 柱 KdV 方程 之 
间 也 存在 变换 关系 ,不 过 这 种 变换 不 仅 限 于 未 知 遂 数 之 间 , 自 变量 
也 要 经 过 变换 ,我 们 也 可 以 通过 这 种 变换 关系 由 一 个 方程 的 对 称 
去 求 得 另 一 个 方程 的 对 称 . 


= 


对 演化 方程 
ut = K(x,t,u) (3.7.32) 
考虑 变换 
gE= E(xt), T= Txt), w= Flrx,t,v), 
(3,7.33) 


通常 都 假定 变换 是 可 道 的 , 旦 +, 去 0. 于 是 ， 
w= + To 
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有 + TivAt) + 工 (mr )， (3.7,34) 


其 中 个 表示 下 对 vw py ; 即 工 = FF 
将 (3.7.34) 代 入 (3.7.32)， ee 


T(wr) = K:F-o— T(vé,), (3.7.35) 
若 有 函数 HH(&,r,%v) 使 得 


KF-FE-T(v8) = T(H(E,r,0)n), (3.7.36) 


则 {3.7.35) 就 归结 为 
T((vw — H{é,r,v))r)=0 
这 样 ,(3.7.33) 就 给 出 方程 (3.7.31) 和 方程 
= Hlé,r,v) (3.7,37) 
之 间 的 一 个 变换 关系 . 以 下 将 讨论 由 变换 (3.7.33) 诱 导出 的 方程 
(3.7.32) 和 方程 (3.7.37) 的 对 称 、 强 对 称 以 及 对 称 的 李 代 数 之 间 
的 关系 . 
为 了 方便 ,记号 下 有 时 也 统 指 变 换 (&,r,v) 一 (zx,tw). 为 
了 下 面 讨论 的 需要 ,还 须 指出 下 列 两 个 结论 .一 是 
(K-. FY=KF = KT, (3.7.38) 
它 可 以 由 定义 不 难 证 得 .对 此 式 须 特别 指出 的 是 , 左 端 (KK*FF)" 表 
示 对 vw 的 线性 化 算 子 ,而 右 端 的 KK' 则 是 对 的 ,以 下 也 常 有 类 似 
的 情况 , 均 不 特别 声明 . 另 一 个 结论 是 ,对 任意 的 函数 a(&,r,v) 
和 b(té&,r,v), 
T'[als = Tls]a, (3.7.39) 
这 是 由 于 丁 = ,应 用 定理 3.7,3 立即 可 得 . 
定理 3.7.7 车 olf,r,v) 是 (3.7.37) 的 对 称 , 则 z= Tz( 作 
为 zt 和 zx 的 函数 ) 是 (3.7.32) 的 对 称 . 
证 明 
了 后 Sh + T[wls+ T 科 


。 263 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


一 3 + TTwt jo + Thvwr,Jo tt TS)+ rT{gr) 
(注意 了 为 一 线性 算 子 ), 又 由 (3,7,36) 和 (3,7.38)， 
Ko= 大 ( 古 ) = (K+: FY'e 
= Fo (TD)5+(TGED))5 
3 + Tellvé)+ T(vé Yo+ Tol(Hk,) + TH 'ar, 


So + To](vw,)+ To + T'[aelH,)}+ TH or,. 
根据 (3,7,39)， 
T’[veé lo = Tol](wé,), T{vr)o = TIo](wvr,). 
因此 


Ea 


ge ks=7((E py) 


dt dt 
由 于 了 是 (3.7.37) 的 对 称 ,92 - 韭 =0, 所 以 
He 
va Kr, 


og 是 (3.7.32) 的 对 称 ， 


容易 看 出 ,这 个 定理 的 道 也 是 也 成 立 的 . 这 就 是 说 ,车 sg 是 


(3.7.32) 的 对 称 , 则 ec=T-ic(=T-1icoF) 是 3.7.37 的 对 称 . 


定理 3,7,8 ”中 (z,i,uz]) 是 方程 (3,7.32) 的 强 对 称 必 须 且 只 


须 @(er co)=T-IGTI= 了 -1 和 T-) 是 (3,7.37) 的 强 对 称 . 


证 明 由 上 定理 ,o 是 (3.7.32) 的 对 称 必 须 且 只 须 = 了 -1c 


是 (3.7.371) 的 对 称 . 又 由 
和 or = TH 和 Tri = T(®o) 
可 知 ,de 是 (3.7.32) 的 对 称 必 须 且 内 须 Bo 是 {3.7.37) 的 对 称 . 


所 以 ,全 是 (3.7.37) 的 强 对 称 必 须 且 只 须 中 是 (3.7.32) 的 强 


对 称 . 
定理 3,7.9 ”对 任意 的 函数 &(E,c,v) 和 Bb(&,r,v)， 


[Ta, Tb] = Tia,b] (3.7.40) 


" i 
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(注意 ,等 式 中 换 位 运算 中 的 方向 导数 , 左 端 对 4, 布 端 对 vv). 
证 阴 
[Ta, Tb]= (Ta), (TB) — (TD), (Ta) 
= (Ta),b — (Tb),a 
= TIbla+Tad — Tlald + Ta, 
由 (3.7.39),T'[8]a 一 了 [a j8=0, 所 以 
[IT ,一 ] = Ta% - Ta = Ta,bl. 
特别 ,车 z 和 5 是 (3.7.37) 的 对 称 , 则 T& 和 了 T2 是 (3.7.32) 
的 对 称 ,(3.7.40) 给 出 了 (3.7.37) 和 {3.7.32) 的 相应 的 对 称 的 李 


代数 之 间 的 同 构 关 系 ， 
例 3.7.6 MEKdYV 方程 
Pt = poor — bP pr (3.7.41) 
与 KdV 方程 
Wi = Wr + Huns 
之 间 存 在 著名 的 Miura 变换 


u = pr 一 8 


事实 上 ,由 直接 计算 就 能 得 到 
(Wi — Wer — buws) I (D— 2¢9) (8 — grr + 69° pre), 
于 是 
T= {(D- 29). 
已 经 知道 KdV 方程 有 一 个 强 对 称 
® = D+4du+2uD!. 
由 
(D+ du + 20D 1) + (D — 29) 
={(D + 4(9p. — g) +29 — 29ppe)D 1) (D ~ 29) 
= -4gD -2907 — l2p8. + 8p3i - 4gD lp + BppD 9, 
(D—2¢9)° (DD - dg — 49D 9p) 
= - Bpp, -4o2D ~ 4D( 9D 19) 297 + B97 + BppD" ly, 
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以 及 
DgD p) = PDT + 8， 
就 得 到 
DT= T°:(D-49 -49D 9). 
根据 定理 3.7.8， 


B= -49 -49D19 
是 MEKdV 方程 (3.7,41) 的 一 强 对 称 . 
应 用 定理 3.7.7, 由 KdV 方程 的 两 组 对 称 K, 和 z, (n= 二 0,1,2, 

…) 就 可 以 得 MIKdV 方程 的 两 组 对 称 : 

K, = DR = TIK,, n=0,1,2,, 

t=Br= Tlr,, n=0,1,2,, 
其 中 

Ko= TiKo = (D-29) lu, = 由， 
m= (D—29)! (3 + p 


= 31p. + (D -29)"1 7, 
t= 《D-— 28) (3 + zu + 2u) 
= 3 十 wp + F- 
进一步 由 定理 3.7.9 可知 民 , 和 工 ,n=0,1,2,…) 也 满足 下 列 李 
代数 关系 : 
[RK,,,K,] = 0， 
[Kt] = (29n + DR nl 
[tor] = 20 一 于 Jr 
(m,n=0,1,2.,K_1=0=7t-1). 
例 3.7.7 推广 的 KdV 方程 
Wi = Wr + buus + 6fu + zf - 2DF) (3.7.42) 
信 是 上 的 任意 王 数 ), 它 是 KdV 方程 (f=0) 和 柱 KdY 方程 


(f= - 亦 ) 的 统一 和 推广 . 令 
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§ = zi2r = | ez2d， (3.7.43) 

# = Tf + gy. (3.7.44) 
其 中 g=e?1 于 (g'=12 房 ), 则 有 

We 一 Weer — Ouus ~ 6fu - z(f -~ LF) 
= gv. — ve — Grve). 

可 见 ,(3.7.43) 和 (3.7.44) 给 出 推广 的 KdV 方程 (3.7.42) 和 KqV 方程 
ww 二 vee +6uue 之 间 的 一 个 变换 .这 时 ， 

n=8, T=g. 


由 
二 
(2 “= 区 6x 所 3 [和 = g2 — br? 
Tr 于 0 a lis 丰 0 3 


D: 三 sp 站 | De! 一 giD-1, 
应 用 定理 3.7.7, 定 理 3.7.8 和 定理 3.7.9, 就 得 到 方程 (3.7.42) 的 强 对 
称 
惠 = > + Au ~ zf) + 2(u - D1) 

和 两 组 对 称 

下 = Ro, n=0,1,2,…, 

rm = Dir, n= O12 
1 


Kn 一 本 
m= T(3roe + 二 )= 3(jar2dn) 产 (us 一 让 + 人， 
以 及 它们 满足 的 李 代 数 关系 : 


[Ks 下] = 0, Ey, ] = (2m + Dna 
[tm rs] = 并 和 — nomen 1 
{m,n=0,12,",K =0= 7_1). 


rT 
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特别 , 取 f= - 六,g= 二 , 则 得 到 柱 KdV 方程 的 强 对 称 


DPD= :P+4u+ 壕 J+2(w+ 亦 ]p 
以 及 对 称 
Ko = ro = — ur. 
由 于 柱 KdVY 方程 中 显 会 i,w 不 是 它 的 对 称 ， 

此 外 ,我 们 也 可 以 像 在 本 章 $4 中 所 做 的 那样 ,用 待定 系数 法 求 
方程 的 形 如 gf iu)=alzr,t)w tblr,t)u tetrt}ut dlr,t) 
的 对 称 . 

例 3.7,8 设 KdV 方程 

到 三 Wr + buns 
的 对 称 

可 = a(x tw + Orr)us + clr tu + ad{lr,t) (3.7,45) 

这 时 ， 
0 一 + a bar + uct cu + cut+ad 
=alum + uur + bum ) + ttt 
+ (mr + Garr + Guz) + bes 
+ clu + ua + cut+ ad, 
0 一 Ce tt qt + Pur + ur Tt eur Tt Cut ds 
Te = prr 十 ai + ant 十 Great 
+ Ptr + BH tr + BPs + Poder 
+ crt + Beitr + Seis TF Co + dss 
Guo, =0u(au + ot + burr + as 二 CE + ct + Adi), 
6w0 =6u{au + bau, + cu + ad). 
将 它们 代 人 对 称 o 应 满足 的 条 件 
ft. — En ur — 6u0 = 0, (3.7.46) 
注意 到 上 式 左 端的 wz 项 的 系数 应 为 零 , 即 a 二 0, 所 以 
a = a(li). 
* 208 ' 
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将 古 =atm+Gruzs 代 人 , 则 (3.7.45) 就 化 为 

dt TF Om) + Baus + cu ted, 

— (3 ge + Bb 十 下 T-Bar + Bt + erntt 

+ dm + Obiur + Gcuus + bcm + Gea + 6du,) = 0. 
再 由 上 式 左 端 这 一 多 项 式 的 各 项 系数 为 零 ,就 得 到 ea,6,c 和 了 应 满 
足 的 条 眶 .首先 ,由 .和 aa 项 的 系数 应 为 零 , 即 有 


a 36. = 0, (a) 
2 一 下 一 上 一 (b) 
由 此 二 式 以 及 a, =0 又 可 得 
br = 0,c, = 0 《cj 
剩 下 的 太 :w 和 1 的 系数 为 零 又 得 到 
b,— 6d = 0， {d) 
c 6d, = 0, (e) 
d; ~ daz = 0. {f) 
由 (a) 和 (b)， 
二 a's), 


又 由 人 al), (四 和 {e)， 
a(t) = 8, = 18d, = 3cft)， 


因此 
ea 人 ft 一 Dict 人 tt) = 0. 

即 有 

在 一 3a4 十 2) 

f = ady 
a4 和 a; 为 任意 常数 .进一步 由 te} 和 (人 f) 即 得 

dr = 0= 
于 是 

a 
d = 2 
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再 由 (a) 和 (d)， 
PP = oasd = 3oa3， 
从 而 解 得 
百 一 wart aat t+ qi. 
于 是 得 到 KdV 方程 的 上 述 形 式 的 对 称 


a 
o 一 【3a4 + oo + Coa + aat + ol)us + Zaqu + 


其 中 13 和 和 习 44 为 任意 常数 ,将 上 述 表 达 式 改写 为 
FG= lu 十 wz + asa( tu + 考 ) + aal3ie + zu + 2u) 


= oRKo 十 aK 十 aaro 十 oarl: 
这 就 是 我 们 熟知 的 结论. 
这 样 的 用 符 定 系数 求 对 称 的 办 法 与 $4 中 的 方法 颇 为 类 似 . 但 这 
里 显得 简单 而 直接 ,特别 是 汉 免 有关 延 拓 的 计算 .当然 ,我 们 只 能 得 
到 一 些 比 较 简 单 的 对 称 .不 过 ,在 利用 对 称 求 方程 的 解 时 ,也 只 有 那些 
比较 简单 的 对 称 才 有 用 . 


$8 对称 与 群 不 变 解 


在 本 章 池 6 中 讨论 了 仿 微 分 方程 的 群 不 变 解 . 如 果 知 道 了 一 个 仿 
分 方程 的 一 个 不 变 群 的 不 变量 完全 组 , 则 可 以 选取 这 些 不 变量 作为 方 
程 的 新 的 变量 .这 样 ,在 求 这 个 不 变 群 的 群 不 变 解 时 ,方程 的 自 变 量 的 
个 数 就 要 可 以 减少 ,甚至 化 为 常 微分 方程 .下 面 将 讨论 对 称 与 相应 的 
不 变 群 的 群 不 变 解 的 关系 . 

设 altztbaytry 二 用 是 避 微分 方程 熙 0ztyzayttz， 
岂 和 ) 一 0 的 一 个 对 称 , 与 之 相应 的 方程 的 单 参 数 不 变 群 为 g .作为 
群 不 变 解 w(xw,z) ,一方 而 它 应 是 方程 的 解 , 男 一 方面 它 在 群 的 作用 不 
挛 , 即 we) 二 ga 二 a 或 clu)=0, 由 此 立即 可 得 下 列 定理 . 

定理 3,8.1 设 slaw) 是 妨 微 分 方程 FUztyata 4,…)=0 的 
一 个 对 称 , 则 xz 是 方程 的 与 相应 的 不 变 群 的 群 不 变 解 必须 上 且 只 须 
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下 zt tt 一 0， (3.8.1) 

v(u) = 0. (3.8.2) 

添加 了 一 个 方程 似乎 使 问题 更 加 复杂 .但 是 ,如 果 slw) 的 形式 比 

较 简 单 , 则 可 以 先 解 出 (3.8.2), 然 后代 人 人 (3.8.1) 而 使 之 化 简 .这 样 的 

考虑 自然 比 人 6 中 的 办 法 显得 简明 而 且 便 于 操作 ., 以 下 将 通过 几 个 不 

间 美 型 的 典型 例题 具体 说 明 . 

首先 ,我 们 讨论 KdV 方程 

记 = Wi + Hut, (3.8.3) 


已 经 知道 , 它 有 对 称 Ko= us，K1= 坟 ,To=3t4s 十 放 ，r1 ==3tu + zu 
二 27 等 . 
取 g= Ko== 世 ,出 
ui 三 0 
解 得 4 = 乒 1( 太 为 任意 函数 ) ,将 它 代 人 (3.8.3) 即 得 六 =0. 因此 , 方 
程 (3.8.3) 的 z 平移 不 变 解 只 有 xz = 常数 . 
取 zx= 于 1 一刀 ,由 
让 一作 
解 得 := f(x), 代入 (3.8.3) 则 得 到 
FF+6fF = 0. 
这 就 是 (3.8.3) 的 平移 不 变 解 就 是 所 谓 稳 定 应 满足 的 方程 .这 是 一 
个 常 微 分 方程 . 
由 于 对 称 的 线性 组 合 仍 是 对 称 , 取 c= cKo 一 Ki= cus 一 志 (c 为 
任意 常数 ) ,由 
cur 下 = 人 0 
可 解 得 
u= f(t), €= r+a, 
代入 (3.8.3) 即 得 
产 +6 订 -op =0. (3.8.4) 
由 (3.8.4) 绍 出 的 解 x = (z+ cz) 就 是 KdV 方程 的 行 波 解 . (3.8.4) 可 
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积分 一 次 , 即 有 
fF 十 有 于 ef 二 此， 
两 边 滋 以 六 又 可 以 再 积分 一 次 ,从 而 化 为 一 阶 常 微分 方程 
pi (3.8.3) 
其 中 太 和 /为 任意 常数 .特别 ==0=1, 则 (3.8.5) 归 结 为 
产 +2P -c=0. {3.8.6) 


当 c>0 时 ,可 得 KdV 方程 的 孤立 子 解 
i (tome) 
当 c<0 时 有 周期 解 
& 一 性 (F(z + a) + 8): 
当 c=0 时 则 得 到 儿 项 式 解 


ui 一 一 2 十 个 站， 


其 中 5 为 任意 常数 
取 o=r 一 aKi=3tws+ 方 一 ai(az40), 由 


1 


可 解 得 
w= f(6) + €= r+ 
代 人 (3.8.3) 就 得 到 
积分 一 次 
1 
f +3 -Ftc=0 (3.8.7) 


(c 为 任意 常数 ). 这 就 是 说 ,如 果 f(&) 是 (3.8,7) 的 解 , 则 
著 一 f(z 十 pa 
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是 KdV 方程 (3.8.3) 的 解 . 
取 ez= zl 三 3t 十 xur++2u ,出 
3 十 2 十 27 二 心 
可 和 解 得 
w= 2 3f(€), €= 3, 
代入 (3.8.3) 就 得 到 
ths 一 了 rr — bun = 3 (fF + 十 pA 
从 而 得 到 站 二 应 满足 的 方程 
f° +6 + A + Ff =0. (3.8.8) 
也 就 是 说 ,如 果 fA) 是 (3.8.8) 的 解 , 则 
2 = 上 (zt 
是 KdV 方程 (3,8.3) 的 解 .这 就 是 方程 的 标量 变换 不 变 解 .显然 ,这 类 
解 经 标量 变换 {( tw)>(e re 过 ,eu) 不 变 . 
以 上 兄 个 例 中 得 到 的 结论 与 86 中 相应 的 例子 中 的 结论 当然 是 
一 致 的 ,但 在 本 节 的 处 理 过 程 中 显 热 比较 方便 . 
由 定理 3.8.1 以 及 上 述 各 例 的 求解 过 程 可 以 得 到 , 求 与 o(x) 相 
应 的 不 变 群 的 不 变 解 时 ,其 实质 就 是 在 原 方程 中 加 上 条 件 sz(w) = 二 0， 
从 而 使 原 方程 得 到 化 简 . 如 果 任 意 加 上 一 个 条 件 , 一 般 的 这 个 条 件 未 
能 与 原 方 程 相 容 ,而 不 能 求 得 解 .加 上 olw)=0 这 个 条 件 必 与 原 方程 
相 容 .不 过 ,如 果 对 称 so(w) 比 较 复杂 , 解 oc(w)=0 这 个 方程 比 求解 原 
方程 还 要 困难 , 则 就 不 能 起 到 简化 方程 的 作用 .KdV 方程 虽 热 有 许多 
对 称 , 但 其 中 的 绝对 大 多 数 并 不 能 帮助 我 们 求解 ,所 以 ,在 实际 求解 
中 ,只 有 于 些 比较 简单 的 对 称 才 是 有 用 的 . 
在 非 线性 演化 方程 的 研究 中 ,Lax 对 是 一 个 非常 重要 的 角色 ， 
KdV 方程 (3.8.3) 有 一 个 Lax 对 
pe = (1 一 2)P， 
Pp =— tpt (44 + 2u) 9 (3.8.9) 
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(4 为 任意 常数 ). 上 列 方程 组 关于 wp 是 线性 的 ,并 且 , 其 可 积 条 件 即 
pua = 9 成 立 的 条 件 就 是 其 中 的 zx 满足 Kdv 方程 (3.8.3),p 常 称 为 
特征 函数 ,， 为 特征 值 ,* 为 势 函 数 . 

可 以 直接 验证 

5 = (7) = 29p. 

也 是 KqV 方程 (3.8.3) 的 一 个 对 称 .因此 由 (gy), 与 反 和 的 任意 
线性 组 合 也 就 是 对 称 . 

取 o=w 一 (gr);; 其 相应 的 不 变 群 的 群 不 变 解 应 满足 的 方程 为 


ur — (P) = 0, (3.8.10) 
Pr = (A — wy, (3.8.11) 
=— wp + {4A + 2u) p,. (3.8.12) 
由 (3.8.10) 解 得 
[| gr 十 elr), 


代 大 (3.8.11 和 (3.8.12) , 则 有 
Pr = (Mp a(i))y, 
Gy = (44+ 2a(2)) 9p, 
此 方程 组 可 积 必须 a (+)=0, 即 a 为 常数 ,不 妨 取 a =0, 这 就 得 到 方 
程 组 
pa = jp 一 六 > (3.8.13) 
@ = Mp.. (3.8.14) 
由 (3.8.14) 即 可 解 得 
p= peE, E= r+Al 
《4 为 任意 函数 ). 再 将 p= 入 让 代 (3.8.13) ,就 得 到 应 满足 的 常 微 
分 方程 
=- (3.8.15) 
显然 ,所 得 到 的 是 行 波 解 .还 可 以 进一步 证 明 , 所 得 到 的 解 包含 于 对 应 
于 gz=4MKo 一 KK| 的 不 变 群 的 群 不 变 解 之 中 .在 (3.8.6) 中 令 c= 要 ,有 即 
+2 -4 = 0. (3.8.16) 
将 f= 好 代 人 即 得 


" 274 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


292+ 久 -2 = 0， 
再 对 & 求 导 一 次 , 则 有 
F+Wy) = 
可 见 ,(3.8.15) 的 解 必 使 (3.8.16) 成 立 . 
取 o=zo-(P)。=3m + 二 一 ( 轿 );, 相 应 的 不 变 群 的 不 变 解 应 
满足 方程 组 


Su 十 二 - (9). =0, (3.8.17) 
Pr = (A — Wi)p, (3.8.18) 
R=— p+ (44 +2u) gp,, (3.8.19) 
由 {3,8.17) 即 可 和 解 得 
-0 多- 全 一 of 和 


代 人 (3.8.18) 和 (3.8.19) 并 由 相 容 条 件 必 有 a 《一 0. 不 妨 取 & =0， 
(3.8,18) 和 (3.8.19) 就 化 为 


qe 4+ 多 jp -Bp (3.8.20) 
= 在 + (入 一半 jp (3.8.21) 
由 (3.8.21}) 解 得 
代 人 (3.8.20) 即 得 
9 好 + 去 部 一 坊 旷 = 0. 
由 此 即 可 得 相应 的 不 变 群 的 群 不 变 解 . 
d= 3 Sp(€) — = 一 18e22 (2 + | 
下 面 讨论 2+1 维 的 KP 方程 


He 十 Wr 十 Ou — Diw,y, 一 站 (3.8.22) 
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Cu + tne + uy) — thy = 用， (3.8.23) 
在 向 3.7.5 中 已 经 列 出 此 方程 的 一 些 对 称 ,以 下 考察 利用 这 些 对 称 对 
KP 方程 的 约 化 . 
取 g= 志 ,, 则 由 
uy =0 
得 到 = f(z ,1) ,并 将 它 代 人 (3.8.22) 风 得 到 KdV 方程 
Wi 十 Hr + Buu, = 0, 
取 g= 刀 .一世 ,; 由 
zz uy= 
得 到 
u= f€,n), EE=7rt+tit, y=y, 
代入 (3.8.23), 则 得 到 Boussinesg 方程 
fe -fmt (fae AGREE = 0. (3.8.24) 
这 就 是 说 ,如 果 所 8, 四 是 (3.8.24) 的 解 , 则 = 玉 x+1,y) 是 KP 方程 
(3.8.24) 的 解 . 


取 o=ro~ aK1=3tws -二 一 at， a 为 任意 的 非 零 常数 .由 
3 一 二 -au, = 0 
可 解 得 
ay + 乱 ， 天 
w= Fé,T)— 二 二 交 十 到 二 记 ， 
并 可 将 KP 方程 (3.8.22) 约 化 为 人 
f+ foe + 6ff: = 0, (3.8.25) 
这 就 说 明 , 如 果 成 er) 是 上 方程 的 解 , 则 
3ty ,31° Yy 
A a 


是 KP 方程 (3.8.2) 的 解 . 
摘 如 ,由 (3.8.25) 的 解 f= 一 2(& 一 c) , 则 可 得 到 KP 方程 的 解 
“=-2(z 十 2 +35 5 o) Ss 
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取 sz 二 zl =2twy + ywuz; 由 
28 + tr 二 0 (3.8.26) 
可 解 得 


u = f(é,r), 6 = 红 一 二 史 ， r=t. 


从 而 可 将 方程 (3,8,23) 约 化 为 
Tf + fae + rffe)e + (8f)e = 0. 
其 实 , 我 们 还 可 以 取 (3.8.26) 的 解 


f 1l2t 4812"” 
£= (a = 1 
并 进一步 得 到 
(wu 十 Wrrr 十 Gaiztz)x yy = (Ff + fe + 6ffe)e, 
这 就 又 将 KP 方程 约 化 为 KdV 方程 


大 + Fere + Fe = 0. 
取 g= ro+ary=3t4 一 方 +2atuy + ayds，a 为 非 零 常数 .由 
1 


(3£ + ay) uu + 2atu, 一 六 = 0 (3.8.27) 
可 解 得 
u = f(é,7) + Rs 
| 9 T= 
并 从 而 得 到 
(Us 十 rre + Bulr)s 一 yy 二 一 [大 — fe — bffe + a 
这 就 将 KP 方程 约 北 为 柱 KdV 方程 


f= 向 +6 -天 
取 rr=3ti +2yuy + tr+28y 由 
。0TT + 
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3tur + yuy 二 ttz 十 2 二 站 (3.8.28) 
的 特征 方程 
dt dz _dy_ du 
tt x 2y -2 
不 难得 到 它 的 首次 积分 
_1 _2 2 
Xt 3, WW 3, ut3, 


县 


从 而 得 到 (3.8.28) 的 解 
i# 一 1 fF(E,n), & 一 n= Ww 3. 
并 可 将 KP 方程 约 化 为 方程 
fae + 6ffe — TLéfe -Zo -Ditfn = 0. (3.8.29) 
由 此 方程 的 解 f(&, 7) 就 可 以 得 到 KP 方程 的 标量 变换 不 变 解 
_ -和 
uw = 1 f(rt 3, yw 3). 
最 后 ,我 们 将 研究 一 个 微分 几何 中 的 非 线 性 问题 .这 就 是 三 维 
欧 氏 空间 FEF? 中 的 常 中 曲率 曲 而 的 方程 . 典型 的 常 中 曲率 曲 而 就 
是 球 而 和 图 柱 而 .此 外 还 有 哪些 常 中 曲率 曲 而 ?问题 可 以 归结 为 
求解 一 个 非 线性 偶 分 方程 组 . 
设 5S 是 E? 中 的 温和 人 曲 而 ,并 育 局 部 坐标 表示 
rr! 万 一 五 3， 
(x ft) (KX!, XK, XI), 
由 推广 的 Weierstrass-Enneper 公式 ， 
XIL+iX2 = 2i| (Pdz’ - Bdz'), 


wl iX 二 2 让 (gdz’ — grdz’), (3.8.30) 
0 


X? = 一 ?| (po pidz’ + 1 Podz' ), 


其 中 yi, 四 满足 微分 方程 组 
pi ips = 2H( ph ?+l (3.8.31) 
278 - 
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par + ip = ~ DH gi + gz lg , (3.8.32) 
以 及 昌 = 常 数 ,zx=t1+ix, 区 =t 一 ix. 则 由 (3.8.30) 所 决定 的 曲 
面 +(X!, XX ,XS) 必 为 常 中 曲率 日 的 曲面 .这 时 ,曲面 的 第 一 基本 
形式 
T= 4 hn i+! jo |) dzdz, 


= 加 和 让 +1 各) 驱 
ti 


A th) 2 
4 p12 +1 pa 1) az2 ar2 
于 是 ,问题 归结 为 求解 方程 组 (3.8.31) 和 (3.8.32) .为 简单 计 
并 不 一 般 性 ,不 纺 设 日 = 这 . 这 时 ,方程 (3.8.31) 和 (3.8.32) 变 为 
de = ptzt (+t gl p= Ki, (3.8.33) 
dor =— gar (1 + pa p= Ki. (3.8,34) 
由 于 方程 组 中 不 显 含 x 和 1, 它 必 有 行 波 解 . 设 
pl = pe) p= palé), €= att br, 
a 和 4 为 任意 常数 .于 是 ,(3.8.33) 和 (3.8.34) 就 归结 为 
{a ~— bg = (fi 1 + gz |) 2, (3.8.35) 
(Cat+ big =— (+t. (3.8.36) 
并 由 此 推 得 


2 bya)’ + (2)’ =0, 


a 二 由 


从 而 得 到 


2 好 + 蜗 = < 
8 十 D1 
c 为 任意 常数 . 设 “= 了 二 二 训 ' 则 上 式 化 为 
ri + 3 = 七， 
车 c=0, 划 有 y=iagi( 或 ~iag1) ,1 Jz|= 1| ,方程 组 (3.8.35) 
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和 (3.8.36) 化 为 
(a 一 区 多 = 2ia | gi gs 
(a+ bi gy = -2ia | gt pl. 
日 推 得 
gr tt gig = 0, 
因此 
[ol =| ga = kk > 0), 


这 就 得 到 方程 的 解 
se 证 (ae Bi) a 加 
JD] 三 有 Re ， de 日 一 
滞 c 关 0 ,不妨 设 c =1, 以 及 
| = acoshd, 2 = isinhe. 


这 时 
| $1 12 +| jo 1?= coshfocoshd + sinhpsinhb = cosh(8 + 8). 
于 是 ,方程 组 (3.8.,35) 和 (3.8.36) 就 化 为 
0 = icosh(8 + 8). 
设 8= 负 +i92,91 和 护 为 实数 , 则 上 式 表 示 为 
日 ”十 这 = icosh2A. 
这 就 得 到 
一天， 6 一 Ecosh2 + 1, 
&,! 为 任意 常数 ,从 而 得 到 方程 组 的 解 
= hh, y = isinhO,0 = + i(écosh2k + L). 
由 于 | gn|?2+ | gzl? 为 常数 ,相应 曲 而 的 Gauss 曲率 入 = 人 0. 曲 
而 为 辆 柱 而 . 
为 了 进一步 求 得 方程 组 (3.8.33) 和 (3.8.34) 的 其 它 解 , 先 求 
方程 组 的 对 称 .KK| 入; 对 yi 和 y 的 线性 化 算 子 分 别 为 
于 280 和 
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K'iy = iD, + pidz + Hidzh, 

K'iy =| 忽 2+21 62 1 + gph, 
K’'yyp 二 一 | 加 -21g 2- gh, 
K's, = -iD — $2 — pi goh, 


其 中 算 子 有 定义 为 ; hf = 了 . 设 | | 是 方程 组 (3.8.33) 和 和 
2 


(3.8.34) 的 对 称 , 则 国 应 满足 的 条 件 为 
= ee x 
gaa) K'2y Ky, gz) 
glr = K'1yo1 十 开 14.92， (3.8.37) 
二 政 2 G1 十 K 2p 02 - (3.8.38) 
我们 半 亲 用 一 上 中 所 定妆 六 约 - 
些 具 有 简单 形式 的 对 称 . 设 
ol = aizs 十 G2gar + Bip 十 Opar + CPt cpg2 二 更， 
og2 = elpiz + e2p2z 十 tet fogze t+ Bg1P1 + B202 + 4, 
其 中 a,5bi5c;, ;gi(i=1,2) 以 及 mr 和 nn 都 是 x 和 z 的 复 值 的 符 
定 函 数 . 于 是 
gle =a1pir 十 dlpin + A2125 十 G2p2m + Dple + Ditis 
+ bordor 十 pagon + Cp1 F CHL + C2ep2 + C2g2t + zz 
{3.8.39) 
Kig (01) 一 ialabtz + ia1gdhas + ia2rfar + ia2 gor + Bisbis 
+ Big + borpor + ib2gon + cl + tc1g1z 
Fic + ic 网: Fim + 41 + aa 多 网络 - 
+ 


ep 十 六 站 次 邮 ， 
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二 六 出 多 鸯 :十 避风 由 凑 十 交 册 几 次 十 志和 败 ， 
(3.8.40) 
Kigto) =e | fh gs + e271 Ph Dos + fi | fn [pu 
+fr lit el tlt gl 
十 天生 上 +2611 pt [gs + 2e2 | th [os 
+2f1 | 页 +2 | 页 go 
+2g1 1 + 2g | hip 
+2n | hl +a + 
+ i + +B 
+ + mi. (3.8.41) 
又 由 43.8.33) 和 (3.8.34)， 
Ps =ifss + Pps + A Br +1 页 于 各。 
+21 加 [2gpr 二 器 册 ,， 
pn = 一 or -21 
— hi for -1 bo fix, 
Pe =— Ps + Hs + 2 内。 
— hg + to 2, 
pon = pom + HD tror + 2ig4 pis 
-ll fh +1 7. (3.8.,42) 
将 (3.8.33),{3.8.34) 和 (3.8.42) 代 入 (3.8.39) 一 (3.8.41), 则 有 
os = alps + G2 十 El + Corpn + my 十 证 1 出 > 
十 而 Bt i + ph [ho — bad, 
— bol) +) ga fy + cgs 
+ bl 向 有 + po | po — ics or 
一 ea 人 商用 + po DD + ia + HB 
tat Piso + argor Pf + 2a1phr pp 
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+ a ts — i pr — 202Pz 

-ag pr — Aart -a2 pach — th 

— bi bir + Db tz bi ga + 2ib198 for 

-Bh +t gs bags + 2ibagrrgyy 

+ QB hs bag + (3.8.43) 


以 及 


Ka (ec 二 


K'iy (02) 


jl 内 + ia biz 二 2 + ia torr + C1 

+ icigz 二 icaapa + ic2 pzr + iptr 十 atgiz bo 

上 + aarparBi 和 + 和 ++ 

+ 并 + 本 凡 坟 + 避 前 + 和 炉 各 

+ bs + ibutl th + pa 1} 

+ ontor — Br t+) ga Yh ~ bith 

+ Bh tig + bid Pst + b2 orm 

— 2ibs pth + BD Pps 

+ 2ib gr far a + ibi qo, ar ~ D2 hr 

— bag taps — 62 to hr — ib2 tt Po 

+ 诺 狗 = 而 赂 十 机 (页 天 + 峰 本 帮凶 

一 语 站 各 for 一 Ba 入 必 + 由 1 了 [中 

-Bi to tt 

+ Bapigz for — Bl + 1 
(3.8.44) 

el 1 te 和 + 

| + +2e11 和 hn Ah 

+2e2 | 而 [gr +281 1 hh + 2g82 1 [po 

+2n 1 二 二 避 开 出: + 本 频 由 

+ + i 页 王 和 
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—- plot pt mB tif hh hs 
+ tl +t | p+ 2 | ph ps 
+2 六 (| t+! po 0) | go gy -2if | po |p 
-2 + 站 [Ph 一 请 虹 玉 ， 
+ (+t 
-fa p+ ph DR. (3.8.45) 
由 (3.8.37), 即 cu =K jy (ol) ++KK iy,(52), 比 较 各 项 的 系数 ,就 
得 到 下面 的 条 件 : 
a2 b=c=e= =e=m=n= 0, 
ai=5=e b= b= fs, 
dt 一 一 Dizy Qtr = brs 
cu = iclz， C+ = gt g2, 
bir 一 iBis = C1 + Fo. 
同样 地 ,由 (3.8,38), 即 zz: 一 KK pg (o1) + KK'24 (02), 可 得 到 
除 上 述 条 件 外 ,还 有 另 一 个 条 件 ; 
Ris = — gog 
总 之 ,我 们 可 以 得 到 下 列 结论 : 
"| Wa 十 rt 十 CC) 
az 机 十 下 (十 过 (0 
(3.8.46) 
是 方程 组 (3.8.33) 和 (3.8.34) 的 对 称 ,其 中 a(x,t) 和 6(x,z) 是 
实 值 菠 数 ,c(x,i) 和 d(x,z) 是 复 值 消 数 , 且 满 足 如 下 条 件 : 
I = de 二 bib .==t+d, 
c=ic,s d=—id,, c+e=d+d. {3.8.47) 


I | 网 
parl lpg) Li 


Ta 


例如 
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tpis — Te 一 Pi 


tar -zpos + 方 网 


都 是 方程 的 对 称 . 
并 且 还 可 以 证 明 ,方程 组 (3.8.33) 和 (3.8. 到 ) 的 全 体形 如 
(3.8.46) 满 足 条 件 (3.8.47) 的 对 称 构成 一 个 无 穷 维 的 李 氏 数 ， 
进一步 将 利用 上 述 已 得 到 的 一 些 对 称 求 相 应 的 群 不 变 解 . 取 


加 tpir — TP: 一 于 网 


tp2s 一 zor + 方 几 


tie 一 ap 一方 册 = ,5y2s 一 xat + 方向 一 0 
解 得 
i = (6)， 加 = ee $2( 8), 


z 
gE£= zx:+i,， 6§= arctan > ， 


其 中 碳 和 多 是 任意 孙 数 . 于 是 ,(3.8.33) 和 (3.8.34) 化 为 
也 $1 十 2812 8 = (| 上 十 | 起 [2) $2, 


六- 多 +2812 和 一 -人 页 有 二 | 由 1) 山 ， 
由 之 可 得 
E12 $1 t=0 
从 而 可 得 到 第 一 积分 
gl2(1 $1 12 +1 $2 12) = <. 
由 于 | g++ |= | 有 上 + 1$2 上 ,因此 
Aln(| $1 12+| #1) = 0, 
所 以 ,所 对 应 的 曲面 奶 为 回 柱 而 . 
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网 全 四 | 
cj 【oo 一 ij 
4 为 任意 非 零 实数 .由 
gz iAgi = 0, yor ~ iAags = 0, 
即 可 解 得 
pi = ri)er, go = s(t)er, (3.8.48) 
r;5 是 上 的 任意 函数 ,在 B. Konopelchenko 和 [、Taimanoy 的 文章 
(Phys J A:Math，Gen，1941996) ，1261 一 1265) 中 曾 利 用 这 一 约 
化 证 明 约 仿 后 的 系统 是 完全 可 积 的 .不 过 ,他 们 没有 指出 这 一 的 化 
的 来 源 .现在 可 以 看 到 ,这 一 约 化 来 自 于 方程 的 一 个 对 称 ,并 且 ,我 
们 可 以 得 到 许多 类 似 的 约 化 . 
将 (3.3.48) 代 人 (3.8.33) 和 (3.8.34), 则 有 
了 二 Ar 一 (trl2 二 51235， 
下 一 AS 二 一 《十 3 
并 不 难得 到 方 程 组 的 两 个 首次 积分 : 


I = 7 Fs 
1 方 (| r 上 十 | 12)2 一 分 ( 巧 二 Fs). 
进一步 还 可 以 证 明 它 们 的 对 合 性 ,也 就 是 系统 是 完全 可 积 的 . 


取 
"| ba — Tl | 
qa) aas — rear + igo) 
由 
thiz — Zh = 0 thar — Tha + 12 = 0 
即 可 解 得 


1 = $1(E), #2 = $8)e 3, 
(3.8.49) 


x 
= wt 0 = arctan y ， 
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$1 和 #, 是 & 的 任意 的 复 值 晒 数 . 
将 (3.8.49) 代 大 (3.8.33} 和 (3.8.34), 则 得 到 常 微分 方程 组 
2612 $8 = +) (3.8.50) 
286 $2. +2E 2 8 = $+ (3.8.51) 
也 不 难得 到 方程 组 的 两 个 首次 积分 . 
l= ER $B — $, $1), 
了 2 = El $1 | 十 | 下 2 1272 十 2E12( 区 十 $2 $1), 
设 贞 = pi +ipz, 和 = qi + iqg2, pi1s p291 和 2 是 & 的 实 值 阿 数 ， 
则 方程 组 (3.8.50) 和 (3.8.51) 可 表示 为 
262 = (pt+ p21+ q+ gd)g’, j=1,2, 
2(63p) =— (p+ p+ q+ ga), j= 1,2. 
特别 , 设 pz = 二 92=0,p1= p(E), gq1= 9g(#), 方 程 组 又 简化 为 


2él2p’ = (p+ g’)gq, (3.8.52) 
2(8L2g) =- (十 的) 起. (3.8.53) 
并 有 首次 积分 
让 E(p? 十 92]2 + 2612 pq. 
邻 


= reosr, 9 = rsinr, 
则 43,8.52) 和 (3.8.53) 变 为 


E12 二 28 12rsiner = 0, 


2 rr + 方 El2cosrsinrz Sr 
或 
pe =— Te lr+ie lroodr, (3.8.54) 
r = 一 二 412r2 一 二 Srlsin2r， (3.8.55) 
以 及 
I = 1+ el2 rlsin2r. (3.8.56) 
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并 由 之 解 得 
人 方 Etsin2r 于 方 所 2 $V sin2r +41. 
于 是 有 
r = 一 十 61V Snr 4, 
_ 1 simr 
lInr = 2 < dt. 


这 时 ,曲面 的 Gauss 曲率 
KK 一 工 4flnr) 
Ss 4 


— sin2r vy sin’27 + 4I 
《一 sin2r + ~ sin227r + ad 
由 sir22r+47220, 此 有 之- 寺 , 当 了 一 一 计时 , 则 有 关 =0, 曲 面 
为 圆柱 面 . 当 了 工 =0 时 , 即 有 可 知 sin2z 拓 :0， 


并 可 得 到 Re 曲面 为 球面 .总 之 , 当 了 由 - 才 变 到 D 时 ,我 们 
pr ey 族 曲 ei Delaunay 曲 
面 . 

当然 ,方程 组 还 有 许 许多 多 的 对 称 ,利用 这 些 对 称 能 不 能 得 到 
更 有 意思 的 结果 , 尚 待 进一步 研究 . 


习 题 
1 设 加 = (zy) ,UU= (wu)|， M 是 各 XxU 的 开 入 , 即 M= yl， 
求 MD MD 和 (CMDYD, 
2. 设 P= rywany; 求 
Dp, Dp, DDP. 
3. 求 与 RY 上 的 向 量 场 ?= 工 汪 十 3y 3 -2s 闻 相 应 的 单 参数 变 摘 
群 . 
4. 设 M{e) 是 nn 阶 可 道 炬 阵 , 证 明 : 
站 2 站 
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是 (M(e) -0 =- Me Sede) 


5. 求 例 3.3.12 中 如 人 中 的 系数 晤 , 熔 ， 
5. 证明: 向量 即 的 芷 拓 向 量 声 的 李 找 数 人 性质. 
7. 验证 : 例 3.4.1 中 wa6 生成 一 个 李 代 数 . 


8. 证 明 ， 
a a 
D, EE ai ti-1 3 l, | 
如 d 
DD Em 3 


9. 给 定 Riecat 方程 x 二 (y+1)z? 一 xz, 证 明 , 它 有 一 个 忆 w= (z+ ye?) 
六 为 生成 元 的 单 参数 变换 群 , 求 方程 的 积分 因子 并 将 方程 积分 . 


10. 证 明 : 在 M= lu{z,z)} 上 的 任意 向 量 场 sa(&) 汉 有 与 之 相应 的 单 大 
数 变换 群 ， 

1i. 求 方程 

Ht = rr + TH 

的 对 称 . 

12. 

Fl 2eTeostpis + 2ersintpi + et ph 
(2 (2 + 22 sintyos + ge 

是 方程 (3.8.33) 和 (3.8.34) 的 一 个 对 称 , 求 

(1) 与 之 相应 的 单 参数 不 变 群 . 

(2) 方程 的 与 之 相应 的 群 不 变 解 ， 


呈 一” 一 一 一 
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